Ubungen zu ,,Grundbegriffe der Mathematischen Logik*
Blatt 1 (fiir Mittwoch, 10.03.2010)

Aufgabe 1 — Addition

(a) Das folgende Programm beschreibt eine Registermaschine. , Kompilieren“ Sie es, d.h. schreiben
Sie die Registermaschine als ein 9-Tupel M = (bg, b, .. ., bg) von Befehlen.

o

. IF Rl = (0 THEN GOTO 4 ks coro 1

: ]Rl = lel

Ry =Ry +1

: GOTO O (eigentlich: v R = O THEN GOTO O ELSE GOTO 0)
IF RQ = 0 THEN GOTO 8 ese como 5

RQ = Rg—l

: ]RO = Ro +1

: GOTO 4 (eigentlich: v Rg = O THEN GOTO 4 ELSE GOTO 4)

: STOP

(b) Die Registermaschine aus (a) wird mit der Anfangskonfiguration 2" = (0,0,2,7) gestartet,
d.h. das Programm beginnt in der Zeile 0 mit den Werten Ry = 0, R; = 2 und Ry = 7. Nach wieviel
Schritten erreicht das Programm den Stop-Befehl? Was steht am Ende in den drei Registern?

Schritt | Zeile | Rg | Ry Ry
0 2 7

1
1

B N =]
O WN O

O R A A

(c) Die Funktion f N2 = N , die durch f(a,b) = a + b gegeben ist, ist maschinenberechenbar.

Aufgabe 2 — Division
(a) Die folgende Registermaschine wird mit der Anfangskonfiguration yg = (0,0, 4) gestartet:

0: IF Rl = (0 THEN GOTO 10 sk coro 1
1: ]Rl = lel

2. IF Rl = (0 THEN GOTO 9 kst coro 3

3Ry :=R;—1

4: IF Ry = 0 THEN GOTO 8 &use como 5

5: Rl = Rl—l

6: Rg:=Rp+1

7: GOTO O (cigentlich: 1 R = O THEN GOTO O ELSE GOTO 0)
8 Ry :=R;+1

9: Rl = Rl +1

10: STOP

Was steht im Register Ry, wenn sie den Stopbefehl erreicht? Was steht dann im Register R;?
(b) Die Funktion f: N — Nmit f(a) = [§] ist maschinenberechenbar. ([] ist hier die Gauklammer,
d.h. [z] ist die grofte ganze Zahl n < z.)

(¢) ,Dekompilieren® Sie die Registermaschine

M =((1,-1),(1,-1),(1,6,3),(1,-1),(0,1),(0,0,0),0)

in ein Programm, um sie besser verstehen zu kénnen. Was ist die durch M berechnete Funktion
fi N—N?



Aufgabe 3 — Multiplikation

(a) Finden Sie eine Registermaschine (ein Programm), die, wenn man sie mit der Anfangskonfi-
guration yg’b’o = (0,0,a,b,0) (d.h. Rg =0, Ry = a, Ry = b, R3 = 0) startet, mit Ry =0, R; = q,
Ry = b, Rz = b endet.

(b) Bei Start mit der Anfangskonfiguration yg’b (d.h. Rg =0, Ry = a, Ry = b, R3 = 0) endet das
folgende Programm mit Ry = a-b. Zur Vereinfachung benutzt es den zusétzlichen Befehl R3 := R,
der den Inhalt von Register Ry in Register R kopiert und dabei alle anderen Register aufler Rg
unverandert lésst.

. IF Rl = (0 THEN GOTO 7 kst coro 1

Ry =Ry -1

Rg = RQ

IF Rg = (0 THEN GOTO O s coro 4

: Rg = Rg—l

: RO = Ro +1

: GOTO 3 (eigentlich: ¥ Rg = O THEN GOTO 3 ELSE GOTO 3)

: STOP

Klappt das auch, wenn man den Befehl in Zeile 4 durch 4: Ry := Ry—1 ersetzt?

(¢) Angenommen, man startet das folgende Programm mit der Anfangskonfiguration y; Y Was
steht am Ende im Register Ry? Verstehen Sie, warum das Programm so seltsam notiert ist, mit
zwei aufeinanderfolgenden GOTO-Befehlen?

0: IF Rl = (0 THEN GOTO 7 kst coro 1

1: Rl = Rl;l

2: GOTO 8 (cigentiich: 1 R = O THEN GOTO 8 ELSE GOTO 8)
3: IF Rg = (0 THEN GOTO O &use oo 4

4: Rg = Rg*l

5: RO = RO + 1

6: GOTO 3 (cigentlich: 1 R = O THEN GOTO 3 ELSE GOTO 3)
7: STOP

8. IF RQ = (0 THEN GOTO 12 euse coro 0

9: RQ = RQ*I

1: Ry :=Ry +1

11: GOTO 8 (eigentlich: IF Ry = 0 THEN GOTO 8 ELSE GOTO 8)
12: IF R4 = 0 THEN GOTO 17 euse coro 13

13: R4 = R4;1

14: RQ = RQ + 1

15: R3:=Rs+1

16: GOTO 12 (cigentlich: IF Ro = 0 THEN GOTO 12 ELSE GOTO 12)

17: GOTO 3 (cigentlich: IF Ry = 0 THEN GOTO 3 ELSE GOTO 3)

Version 2: Entscheidende Tippfehler in 1a und 3b korrigiert Donnerstag 23:15.
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Aufgabe 4 — Grofienvergleich
(a) Welche Funktion h;: N? — N wird hier berechnet?

0: IF Ry, = 0 THEN GOTO 4
1: RQ = RQ =1

2: Rl = Rl =1

3: GOTO O

4: IF R, = 0 THEN GOTO 8
5: Rl = Rl -1

6: Rop:=Rgp+1

7: GOTO 4

8: STOP

(b) Schreiben Sie das Programm aus (a) so um, dass es die folgende Funktion hy: N> — N

berechnet:
1 falls z >
h2 (1’, y) = Y
0 fallsz <y.

Kommen Sie mit 7 Zeilen aus?

Aufgabe 5 — Einsetzen

(a) Der Einfachheit halber arbeiten wir in dieser Aufgabe wieder mit einer erweiterten Program-
miersprache, die auch die Befehle R; := R, enthilt. (In Aufgabe 3c haben wir gesehen, wie man
ein Vorkommen von R; := R; durch ein ,,Unterprogramm® ersetzen kann. Im Allgemeinen braucht
man fiir jedes Vorkommen ein solches Unterprogramm, selbst wenn die Werte von 4 und j immer
dieselben sind.) Welche Funktion g;: N3 — N wird hier berechnet?

: IF Ry = 0 THEN GOTO 7
RQ = RQ =1

R5 = Rd

IF Rs = 0 THEN GOTO O
Rg) = R5 =1

R4 = R4 + 1

GOTO 3

IF R4 = 0 THEN GOTO 11
: R4 = R4 -1

. ]Rl = Rl + 1

10: GOTO 7

11: IF R; = 0 THEN GOTO 15
122 R; =Ry =1

13: RO = RQ +1

14: GOTO 11

15: STOP

I R i T

NeJ

(b) Schreiben Sie das Programm aus (a) so um, dass es die Funktion go: N3 — N berechnet, die
durch go(x,y,2z) = 2 = (y - z) gegeben ist. Wieviele Zeilen miissen Sie dafiir verdndern?



Aufgabe 6 — u-Rekursion

(a) Seien z,y € N natiirliche Zahlen, wobei y > 0. Zeigen Sie: [z/y] ist die kleinste Zahl z € N, so
dass z = (y - z) = 0 ist.!

(b) Zeigen Sie, dass die partielle(!) Funktion f: N> — N, die durch f(x,y) = [x/y] gegeben ist,
primitiv rekursiv ist.

(c) Welche partielle Funktion N* — N wird von dem folgenden Programm berechnet?

0: Ru = Rl
1: ng = RQ
2: R14 = R4
3: IF Ry = 0 THEN GOTO 10
4: RQ = RQ =1
9: R5 = Rg
6: IF R; = 0 THEN GOTO 3
7 R5 = R5 =1
Ry =Ry +1
9: GOTO 6
10: IF R4 = 0 THEN GOTO 14
11: R4 = R4 =1
12: ]Rl = Rl =1
13: GOTO 10
14: IF R; = 0 THEN GOTO 18
15: Ry :=R; =1
16: RO = RQ +1
17: GOTO 14
18: IF Ry = 0 THEN GOTO 24
19: RI = Rll
20: RQ = ng
21: R3:=R3 +1
22: R4 = R14
23: GOTO 3
24 R() = Rg
25: STOP

Was passiert bei der Eingabe yg’o = (0,0,7,0)7

L[2/y] ist definiert als die obere Gaulklammer von z/y, d.h. die kleinste ganze Zahl, die mindestens so groB ist
wie z/y.
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Aufgabe 7 — primitive Rekursivitéit

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen f: N? — N primitiv rekursiv sind:

Aufgabe 8 — Ackermannfunktion I
Die (vereinfachte zweistellige) Ackermannfunktion A: N? — N ist definiert durch
A(0,y) =y +1
A(r+1,0) = A(x,1)
Az + 1,y +1) = Az, A(z + 1,y))

Damit ist A(z,y) tatséichlich fiir alle z,y € N eindeutig definiert, aber das brauchen Sie nicht zu
zeigen. Zeigen Sie statt dessen:

A0,y) =y +1
A(l,y) =y +2
A(2,y) =2y +3
A@3,y)=2vt3 -3

Aufgabe 9 — Ackermannfunktion II

(a) Stellen Sie die Werte von A(x,y) fiir x,y < 3 in einer Tabelle dar. Werte mit mehr als fiinf
Stellen diirfen Sie auslassen.

(b) Zu jeder primitiv rekursiven Funktion f: N* — N gibt es ein a € N, so dass fiir alle z1, ..., 2, €
N die Ungleichung f(z1,...,2,) < A(a,z1+ - -+ z,) gilt. (Das brauchen Sie nicht zu beweisen.)
Folgern Sie, dass A nicht primitiv rekursiv ist.

(c) Ist A p-rekursiv? Sie brauchen Thre Antwort nicht zu beweisen, sollten aber eine ganz grobe
Beweisidee haben. Sie diirfen dabei ausnahmsweise auch Resultate verwenden, die in der Vorlesung
zwar bereits erwiihnt wurden, aber noch nicht (fertig) bewiesen.
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Aufgabe 10 — etwas primitiv rekursive Zahlentheorie

(a) Die Relation x|y (d.h. x teilt y) ist primitiv rekursiv.
(b) Die Relation ,x ist prim* ist primitiv rekursiv.
(c) Die Funktion p: N — N, die = auf die (z + 1)-te Primzahl abbildet, ist primitiv rekursiv.

Aufgabe 11 — Wie man Tupel nicht gédelisiert
Wir schreiben py, fiir die (k + 1)-te Primzahl und betrachten die Funktion (-): N* — N, die jedem

Tupel (zg,...,7,—1) € N* die Zahl (zg,21,...,Tpn—2,Tn_1) = ps°p* ... 0" P 7" zuordnet.
Beweisen oder widerlegen Sie jede der folgenden Aussagen:

(a) Es gibt eine wohldefinierte zweistellige Funktion (-).: N? — N, so dass (z), = z,, ist falls man
T =pypit ... p S P schreiben kann (mit y < n). Diese Funktion ist primitiv rekursiv.

(b) Sei lg: N — N die Funktion, die jedes € N auf dasjenige k abbildet, so dass py der grofite
Primteiler von x ist. Diese Funktion ist wohldefiniert und primitiv rekursiv.

(c) Fiir alle n € N ist die Einschrankung von (-) auf N primitiv rekursiv.

(d) (-) definiert eine Bijektion zwischen N* und N.

Aufgabe 12 — Wie man Tupel giédelisiert
Wir betrachten nun die Funktion (-): N* — N, die jedem Tupel (zo,...,z,—1) € N* die Zahl

(0,1, ... T2, Tn—1) = DP°P7" - .pi”_’_22pfl”_’_11+1 — 1 zuordnet.
(a) Es gibt eine wohldefinierte zweistellige Funktion (-).: N> — N, so dass (z), = z,, ist falls man
x = (x1,...,2p—1) schreiben kann. Diese Funktion ist primitiv rekursiv.

(b) Es gibt eine wohldefinierte Funktion lg: N — N, so dasslgx = k ist, falls man z = (z1,...,2,_1)
schreiben kann. Diese Funktion ist primitiv rekursiv.
(¢) Was #éndert sich durch die neue Definition von (-) in Aufgabe 117

Version 2: Der Definitionsbereich von () in Aufgabe 11 und 12 ist N*, nicht N™. 14. April 10:30.
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Aufgabe 13 — Implementation von Operationen auf Zahlentupeln

Zeigen Sie im Detail, dass die folgenden Funktionen aus der Vorlesung primitiv rekursiv sind.
(a) Ers: N3 = N, (2o, .+, T4y ooy Tn_1),8,y) = (T, ..o, Y, ., Tn_1) (partiell).

(b) Anh: N2 - N? (<£U0, s 7xn71>a y) = <(L‘07 s 7mn717y>'

(c) Str: N = N, (zg,...,Zn—2,Zn_1) > {To,- .., Tn_2).

Aufgabe 14 — Wortfunktionen

Gegeben ein nichtleeres endliches Alphabet A, d.h. einfach eine endliche Menge. Statt fiir Zahlen-
funktionen f: N¥ — N kann man auch fiir Wortfunktionen f: (4*)* — A* Maschinendefinierbar-
keit definieren. Dafiir bieten sich an dieser Stelle zwei Moglichkeiten an.

(a) Eine Wortfunktion f: (A*)¥ — A* heiBe maschinendefinierbar (1), falls sie von einer Wort-
Registermaschine berechnet wird. Wort-Registermaschinen sind definiert wie im Skript von Martin
Ziegler, d.h. sie unterscheiden sich von den Registermaschinen aus der Vorlesung wie folgt:

e Die Register enthalten Worter statt Zahlen.

e An Stelle des Befehls, der ein Register um 1 erhoht, gibt es fiir jedes Symbol des Alphabets
einen Befehl, der dieses Symbol hinten an das Wort im Register anhéngt.

e An Stelle des Befehls, der ein Register um 1 erniedrigt (bzw. 0 unveréndert ldsst), gibt es
einen Befehl, der das letzte Symbol des Worts entfernt (bzw. das leere Wort unverindert
lisst).

Sei A = {1}.Geben Sie eine Bijektion zwischen den maschinenberechenbaren Zahlenfunktionen
f: N* — N und den maschinenberechenbaren (1) Wortfunktionen f: (4*)* — A* an.

(b) Gegeben ein nichtleeres endliches Alphabet A = {ao,...,a¢}. Die Symbole a; lassen sich
durch natiirliche Zahlen i codieren. Daher lassen sich auch die Wérter a;, ... a;,, iiber A als Tupel
(i1,...,%y) von natiirlichen Zahlen und letztlich selbst als natiirliche Zahlen(iy, ..., ,,) codieren.
Wir kénnen daher jede Wortfunktion f: (A*)* — A* mit einer (immer partiellen) Zahlenfunktion
f: N¥ — N identifizieren. Eine Wortfunktion heifit maschinendefinierbar (2), falls die entsprechen-
de Zahlenfunktion maschinenberechenbar ist.

Héngt diese Definition von der Reihenfolge ab, in der wir das Alphabet A aufzdhlen?

Aufgabe 15 — Mehr zu Wortfunktionen

("a) Sei ¢ € A. Wir schreiben ¢™ fiir das Wort ccc. .. ¢, in dem das Symbol ¢ m-mal vorkommt.
Uberlegen Sie sich grob, dass die folgenden Wortfunktionen maschinenberechenbar (1) sind.

o a: A¥ - A% a;, ... q;, — liteim)
o B: A° s A% clrmind s ar L ay |

(b) Folgern Sie, dass jede Wortfunktion f: (4*)¥ — A*, die maschinenberechenbar (2) ist, auch
maschinenberechenbar (1) ist.
(c) Uberlegen Sie sich ganz grob, wie man die Umkehrung zu (b) beweisen kénnte.
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Aufgabe 16 — Robustheit der Haltemenge

In der Vorlesung wurde die Haltemenge H = {x € N | U(x,z) ist definiert} C N definiert und
gezeigt, dass sie rekursiv aufzihlbar ist aber nicht rekursiv. Man konnte alternativ auch mit H' =
{x € N | U(z,0) ist definiert} C N arbeiten, oder mit H” = {(z,y) € N? | U(z,y) ist definiert} C
N2. Zeigen Sie das am Fall von H':

(a) H’ ist rekursiv aufzihlbar.

(b) H' ist nicht rekursiv. (Tipp: Nehmen Sie an, Sie hiitten eine Registermaschine, die die charak-
teristische Funktion von H’ berechnet und iiberlegen Sie sich, wie Sie damit eine Registermaschine
konstruieren kénnten, die die charakteristische Funktion von H berechnet.)

Aufgabe 17 — Boolesche Kombinationen von rek. aufzb. Mengen

Seien A, B C NF rekursiv aufzihlbare Mengen. Zeigen Sie fiir jede der folgenden Mengen — falls
moglich —, dass sie rekursiv aufzédhlbar sein muss. Geben Sie andernfalls ein Gegenbeispiel an.
(a) AnB.

(b) AUB.
(c) A\ B.
(d) B\ A.

Aufgabe 18 — Mehr Manipulationen von rek. aufzb. Mengen

(a) Was dndert sich in Aufgabe 17, falls A sogar rekursiv ist?

Sei A C N*¥t1 gine rekursiv aufzihlbare Menge. Dann sind wieder rekursiv aufzéhlbar:
(b) {z1,...,2) €NF | 3y: (21,...,71,y) € A} C NE,

(c) {z1,...,21) € NF |Vy < 21: (21,...,78,y) € A} C NE,
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Aufgabe 19 — Wahrheitstabellen

Uberpriifen Sie mit Hilfe von Wahrheitstabellen, ob die folgenden aussagenlogischen Formeln
erfiillbar oder unerfiillbar sind. Welche sind Tautologien?

(a) (A— B)V (B — A)

(b) (A/\ B/\C) ((ANB)AC)

(c) (A — C) < ((A—B)—C)

(d) (A— B) (B — —A).

Aufgabe 20 — Weitere Beispiele aussagenlogischer Formeln

Welche der folgenden aussagenlogischen Formeln sind erfiillbar? Welche sind Tautologien?
(a) (A B) A (B > C) A (C o> —A)

(b) (AV-B)A(BV-C)AN(CV-D)AN(DV-A)— (A< C)

(¢c) (C—=B)vV~(C—A)V(AA-B)

( ) (A<—>B)<—> ((AHﬁC)/\(ﬁBHC)).

Aufgabe 21 — Disjunktive Normalform

Eine aussagenlogische Formel ist in disjunktiver Normalform wenn sie eine Disjunktion von Kon-
junktionen von Atomen und negierten Atomen ist. In anderen Worten: Eine Formel in disjunktiver
Normalform ist von der Gestalt @1V @2V ---V ¢,. Dabei ist jedes ¢; seinerseits von der Gestalt
i =@ N A ..., wobei jedes ¢! entweder ein Atom (z.B. A) oder ein negiertes Atom (z.B.
—A) ist.

Zu jeder aussagenlogischen Formel ¢ gibt es eine aussagenlogische Formel v in disjunktiver Nor-
malform, die zu ¢ #quivalent ist, d.h. ¢ < 1 ist eine Tautologie. (Hinweis: Lesen Sie die Wahr-
heitstabelle fiir ¢ zeilenweise. Wie erhalten Sie die Teilformeln 1);?)
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Aufgabe 22 — Gruppen als Strukturen

Sei Lg = {e,0, '} die Sprache der Gruppen. Wir kénnen jede Gruppe G als Lg-Struktur &
auffassen: e® € G ist das neutrale Element von G, 0®: G x G — G ist die Gruppenoperation und
1% . G — G bildet jedes Element auf sein Inverses ab.

Seien nun & und $ Lg-Strukturen. Ein Lg-Homomorphismus h: & — § ist eine Abbildung
h: G — H, fir die gilt:

1. h(e®) =¢?,
2. h(z 0% y) = h(z) o” h(y) fiir alle z,y € G und
3. h(z71®) = h(x)~' fiir alle z € G.

(a) Gruppenhomomorphismen sind wie Lg-Homomorphismen definiert, allerdings nur fiir Grup-
pen und ohne die dritte Bedingung. Zeigen Sie, dass jeder Gruppenhomomorphismus ein Lg-
Homomorphismus ist.

(b) Sei & die Lg-Struktur mit Grundmenge G = {0, 1}, e® = 0,00%0 = 10%1 =0,00%1 = 10%0 =
1 [korrigiert!], 07'® = 0 und 171® = 1. Sei § ebenso definiert, auBler dass 1719 = 0. (Damit ist &
eine Gruppe, nicht aber $.) Finden Sie eine Abbildung h: G — H, die ein Lg-Homomorphismus
von & nach $ ist.

(c) Finden Sie eine Abbildung h: G — H, die kein Lg-Homomorphismus von & nach $ ist, weil
sie nur die ersten beiden Bedingungen erfiillt.

Aufgabe 23 — Interpretation von Termen

Sei Ly = {0,5,+,-,<} die Sprache der natiirlichen Zahlen, und sei % = (N, (ZY)zcy,) die
Ln-Struktur der natiirlichen Zahlen, d.h. 0" = 0 € N, S”*: N — N ist die Nachfolgerfunktion,
+7: N2 — N ist die Addition, -*': N2 — N ist die Multiplikation und <”'= {(z,y) € N? | z <
y} € N2, (Wir werden < auf diesem Ubungsblatt nicht benétigen.)

Die Interpretation eines Ly-Terms t ist eine Funktion ¢”': NY¥ — N (also von Folgen natiirlicher
Zahlen zu Folgen). Interpretationen sind rekursiv definiert wie folgt:

° tm(xo, x1,...) = x, falls t = v, die n-te Variable ist;
o t"(xg,21,...) =™ falls t = c eine Konstante ist;
o t" (20, 71,...) = fm(t?l(xo,xl, )yt (20, 201, - - - )) falls t = ft;...tx aus kleineren Ter-

men zusammengesetzt ist.

Aus der eindeutigen Lesbarkeit von Termen (Lemma 1.1) folgt, dass die Interpretation eines L y-
Terms wohldefiniert ist.
(a) Fiir jeden Ly-Term t gibt es ein k, so dass t*(zg,21,...) nur von zo,. .., s abhingt.!

Aufgabe 24 — Terminterpretierbare und primitiv rekursive Funktionen

(Fortsetzung von Aufgabe 23.) Eine Funktion f: N* — N heifie terminterpretierbar?, falls es einen
Ly-Term t gibt, so dass f(xg,...,2x) =t (20,..., Tk, Thy1,...) ist fir alle 2o, 21, -- € N.

(b) Jede terminterpretierbare Funktion f: N* — N ist primitiv rekursiv.

(c) Jede terminterpretierbare Funktion f: N¥ — N ist entweder konstant, oder es gibt ein n mit
1<n <k, sodass f(x1,...,2) > x, ist fiir alle z1,...,2, € N\ {0}.

(d) Die Funktion f(x) = x—1 ist nicht terminterpretierbar.

IDie Aufgabe endet hier, nicht weil das so schwer zu beweisen wire, sondern weil auch das Verstehen einer
langen Aufgabenstellung Arbeit macht. In der Vorlesung werden Interpretationen iibrigens etwas anders definiert.
2Das ist keine iibliche Definition.
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Aufgabe 25 — Formeln und natiirliche Zahlen

Sei Ly = {0,5,+,-,<} die Sprache der natiirlichen Zahlen, und sei 9 = (N, (Z%)z¢p, ) wie in
Aufgabe 23 die Ly-Struktur der natiirlichen Zahlen.

(a) Fiir welche Belegungen 3: {vg, v1,v2,...} = N gilt N' = Jua(vg + v = v1)[5]?

(b) Fiir welche Belegungen § gilt N |= (Jva(vo + v2 = v1) > vg < v1)[3]?

(c) Finden Sie eine Ly-Formel ¢, in der das Symbol < nicht vorkommt und die die Eigenschaft
hat, dass fiir jede Belegung 3 gilt: N |= (¢ <> vy < v1)[3].

(d) Fiir welche Belegungen 5 gilt Folgendes?

N = Vo Vua (Fus(vs - v = v1 - v2) — Fug(vs - v9 = v1 V v3 - vg = v2))
< Yo Vg (vy - vy = vg = (v1 = vg V vg = vg))[F].

Aufgabe 26 — Ein Graph

Sei Ly = {R} die Sprache der Graphen, d.h. R ist ein zweistelliges Relationssymbol. Wir fassen
Graphen als Lg-Strukturen G auf, indem wir als zu Grunde liegende Menge G die Punkte des
Graphen nehmen und (z,7) € RY setzen genau dann, wenn x und y durch eine Kante verbunden
sind.

(a) Charakterisieren Sie diejenigen Lg-Strukturen G, so dass fiir alle 5: {vo,v1, v2,...} = G gilt:

G EYvoVur (Rugvr — v # v1)[A]
G EVuoVu1 (Rugvy — Ruivg)[B]
G EJvgTvr FuaTuzTFug(vg # v1 Avg # v2 Avg # v3 Avg # Vg Ay # va Ay # Us
A U1 # vy AV # v3 A g # vg A vg # va) 0]
G E—FvgTv FvaFusTvgFus (vg # v1 Avg # va A vy # V3 A Vg # Vg A vy F# vs A vy # Ug
Avp £ 03 AV £ Vg A1 #£ U5 A Vg £ v3 AUy 7 Uy A vy £ U5 Avus £ vy A s £ vs A vy # vs)]0].
(b) Finden Sie eine L4-Struktur wie in (a), so dass auflerdem eine Belegung §8: {vg, v1,v2,...} = G
existiert, fiir die gilt:
G ERvgv; A Rujug A Rugus A Rugvg A Rugus A Rusvg A Rugur A Rugug[f]
G E-(v; = vj Avig1 = vj41) A (v = vjqp1 Avigr = v5)[8]  (fir alle0 <i<j <8)
G E=VugVoio (Rugvig —
(vg = vp Av1g =v1) V (Vg =11 Avig = v2) V (Vg = V2 Avig = v3) V (Vg = v3 A V19 = V4)
V (vg =v4 Avig =v5) V (vg = v5 Av1g = vg) V (Vg = vg Avig = v7) V (V9 = v7 A v1g = Vs)
V (vg = v1 Av1g =wg) V (Vg =v2 Avig =v1) V (Vg = v3 Avig = v2) V (Vg = v4 A V19 = v3)
V (vg = v5 Avig = v4) V (vg = v A v1g = v5) V (Vg = v7 Avig = vg) V (Vg = vg A vig = w)))[ﬂ].
(c) Erfiillt die von Thnen gefundene Belegung aus (b) die Bedingung G = vg = vg[5]7

(d) Zeichnen Sie den Graphen G. Wie viele Worte hat das Gedicht, mit dem man ihn im deutsch-
sprachigen Raum in Verbindung bringt?

Aufgabe 27 — Allgemeingiiltigkeit

Finden Sie eine Lg,-Formel ¢, eine Lg-Struktur G und eine Belegung 3: {vg,v1,v2,...} = G, so
dass Folgendes nicht gilt:

G E3v1(Rvgur) A Vo Vua ((Rugur A Rugue) — v1 = v2)  — (31}1 (Ruguy A ) > Yui(Ruguy — ga))

Falls das nicht gehen sollte, beweisen Sie, dass es nicht geht.
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Aufgabe 28 — Semantisches Folgern

Seien ¢ und @ L-Aussagen. = ¢ bedeutet, dass fiir jede L-Struktur M gilt: M = p. p = ¢
bedeutet, dass fiir alle L-Strukturen M gilt: Falls M | ¢, so auch M | .

(a) Zeigen Sie: ¢ = 1 gilt genau dann, wenn |= ¢ — ¢ gilt, d.h. =¥V —o.

Seien auferdem ® und ¥ Mengen von L-Aussagen. M = ® bedeutet, dass fiir alle ¢ € ® gilt:
M = . ® = ¥ bedeutet, dass fiir alle M gilt: Falls M = ®, so auch M = V.

(b) Zeigen Sie: ® = U gilt genau dann, wenn fiir alle L-Strukturen M und alle ¢ € ¥ gilt: Falls
M = ®, so auch M = .

(c) Zeigen Sie: {¢1, @2, ..., pn} E ¥ gilt genau dann, wenn = @1 A o A -+ A @, — 9 gilt.

In den folgenden Beispielen arbeiten wir mit einer Signatur, die ein Konstantensymbol ¢, ein
zweistelliges Funktionssymbol f und ein zweistelliges Relationssymbol < enthélt.

(d) Gilt EVaVyVez(z <y Ay <z —x < 2)?

(e) Gilt VaTy(f(x,y) < z) E VaIy(y < x)?

(f) Gilt VaIy(f(z,y) = ¢) | Fyva(f(z,y) = c)?

() Gilt Fyva(f(z,y) = ¢) = VaIy(f(z,y) = ¢)?

Aufgabe 29 — Eine Art Mengenlehre

P(X) bezeichnet im Folgenden die Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) von X. Sei Uy = N,
Ui = Uy UPUp), Uy = Uy UP(U;) usw. und schlielich U = J, ey Un- Sei U = (U, €) die
Struktur, deren zugrunde liegende Menge U ist und in der das zweistellige Symbol € als die
natiirliche Relation ,,ist Element von® interpretiert wird. Beweisen oder widerlegen Sie jede der
folgenden Behauptungen:

(a) VaVy(Vz(z €z > z € y) w2 =1y).

(b) VaVy3zVu(u € z > u=xzVu=y).

(c) 3x<§|y(y6x)/\Vy<y€x—>Elz(zexAVu(uEzHuGquzy)))).l

Aufgabe 30 — Axiomatisierung in Logik der 1. Stufe

Es folgt eine Liste von Eigenschaften, die eine Struktur in der jeweils offensichtlich gemeinten
Sprache haben kann oder auch nicht. Axiomatisieren Sie 5 davon in der Logik 1. Stufe, d.h. geben
Sie jeweils eine Menge von L-Aussagen (,Axiomen“) fiir das entsprechende L an, so dass eine
L-Struktur genau dann die genannte Eigenschaft hat, wenn sie alle Axiome erfiillt. Versuchen Sie,
soweit moglich, mit einem einzigen Axiom auszukommen.

(a) < stellt eine dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte dar. ,Dicht* bedeutet, dass zwischen je
zwei Punkten immer noch ein weiterer liegt.

(b) R ist die Kantenrelation? eines zusammenhéngenden Graphen.

(c¢) R ist die Kantenrelation eines Graphen, in dem jedes Paar von Punkten durch einen Weg der
Lénge hochstens 3 verbunden ist.

(d) R ist die Kantenrelation eines Walds, d.h. eines Graphen ohne Zykel (kreisformige Wege).

(e) R ist die Kantenrelation eines Baums, d.h. eines zusammenhéngenden Graphen ohne Zykel.
(f) (Leere Sprache®) Es gibt unendlich viele Elemente.

(g) (Leere Sprache) Es gibt nur endlich viele Elemente.

(h) (G,) ist eine Gruppe.

(i) (G ,~) ist eine zyklische Gruppe, d.h. es gibt ein (,erzeugendes“) Element x, so dass jedes
Element von G ist von der Form z* fiir ein k € Z.

I Aufgabe 29c korrigiert 25. Mai 10:20.
2D.h. wie in Aufgabe 26.
3D.h. es gibt keine Konstanten, Funktionssymbole oder Relationssymbole.
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Aufgabe 31 — Zihlen

In dieser Aufgabe betrachten wir L = {f}, wobei f ein einstelliges Funktionssymbol ist.

(a) Finden Sie eine L-Aussage @inj, so dass eine L-Struktur M genau dann M = ¢iy; erfiillt, wenn
die Abbildung f™: M — M injektiv ist. Finden Sie eine L-Aussage @surj, so dass eine L-Struktur
M genau dann M |= gy erfiillt, wenn die Abbildung M surjektiv ist.

(b) Finden Sie eine erfiillbare L-Aussage @., so dass jede L-Struktur M, fiir die M | ¢, gilt,
unendlich ist. (Hinweis: Benutzen Sie (a).)

(c) Fiir drei der folgenden vier Eigenschaften von L-Strukturen gibt es jeweils eine Menge ® von
L-Aussagen, so dass eine L-Struktur M die jeweilige Eigenschaft genau dann hat, wenn M = ®
gilt. Finden Sie die drei Eigenschaften, fiir die es eine solche Menge ® gibt, und geben Sie passende
Mengen ¢ an.

e M hat hochstens 4 Elemente.
e M hat mindestens 4 Elemente.
e M hat nur endlich viele Elemente.

e M hat unendlich viele Elemente.

Aufgabe 32 — Zusammenhang von Graphen

In dieser Aufgabe betrachten wir L = {R}, wobei R ein zweistelliges Relationssymbol ist. Wir
sehen L-Strukturen als Graphen an. Diese Graphen sind im Allgemeinen gerichtet und kénnen
Self-Loops (Kanten von einem Punkt zu dem Punkt selbst) haben. (Sie kénnen endlich oder
unendlich sein.)

(a) Finden Sie eine L-Aussage ¢a, so dass eine L-Struktur G genau dann G = pa erfiillt, wenn
es einen (gerichteten) Zykel der Linge 3 gibt, d.h. einen Pfad der Linge 3 mit Anfangspunkt
= Endpunkt. Finden Sie eine Menge ® von L-Aussagen, so dass eine L-Struktur G genau dann
G |= @ erfiillt, wenn es in G gar keine (gerichteten) Zykel gibt.

(b) Fiir drei der folgenden vier Eigenschaften von L-Strukturen gibt es jeweils eine Menge ® von
L-Aussagen, so dass eine L-Struktur G die jeweilige Eigenschaft genau dann hat, wenn G | @
gilt. Finden Sie die drei Eigenschaften, fiir die es eine solche Menge ® gibt, und geben Sie passende
Mengen ¢ an.

e Je zwei Elemente von G sind durch einen (gerichteten) Pfad der Linge hochstens 3 verbun-
den.

e Es gibt zwei Elemente von G, deren Abstand mindestens 3 ist.

e G ist zusammenhiingend, d.h. zwischen je zwei Elementen gibt es immer einen (gerichteten)
Pfad.

e (G ist nicht zusammenhéngend.



Aufgabe 33 — Korpercharakteristik

In dieser Aufgabe betrachten wir L = {0,+, —, 1, -}, die Signatur der Ringe und Korper.

(a) Finden Sie eine Menge ®kp, von L-Aussagen, so dass eine L-Struktur K genau dann K = ®k,
erfiillt, wenn K ein Korper ist.

(b) Ein Korper hat die Charakteristik p, falls p die kleinste Zahl > 1 ist,sodass 1+1+---+1=0
ist, wobei die Summe p mal die 1 enthélt. Falls es ein solches p gibt, dann ist es eine Primzahl.
Andernfalls setzt man p = 0 (obwohl p = oo eigentlich sinnvoller wére).

Fiir drei der folgenden vier Eigenschaften von L-Strukturen gibt es jeweils eine Menge ® von L-
Aussagen, so dass eine L-Struktur K die jeweilige Eigenschaft genau dann hat, wenn K | & gilt.
Finden Sie die drei Eigenschaften, fiir die es eine solche Menge ® gibt, und geben Sie passende
Mengen ¢ an.

e K ist ein Korper der Charakteristik 2, 3, 5 oder 7.

e K ist ein Korper der Charakteristik 7 oder groBer oder der Charakteristik 0 [letzteres am
Sonntag nachtréiglich hinzugefiigt, damit die Aufgabe 16sbar ist].

e K ist ein Korper mit einer Charakteristik # 0.

K ist ein Korper der Charakteristik 0.
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Aufgabe 34 — Syntax und Semantik auseinanderhalten

In dieser Aufgabe betrachten wir L = {f,a}, wobei f ein zweistelliges Funktionssymbol ist und a
ein Konstantensymbol.

(a) Finden Sie eine Menge ® von erfiillbaren L-Aussagen, so dass ® nicht erfiillbar ist.

(b) Finden Sie eine unendliche L-Struktur M, so dass M = —3aVy(f(z,y) = a) gilt.

(c) Finden Sie fiir jede natiirliche Zahl n eine L-Struktur mit genau n Elementen, so dass M =

—JaVy(f(z,y) = a) gilt.

Aufgabe 35 — Syntax und Semantik auseinanderhalten

In dieser Aufgabe betrachten wir L = {+, —, 0, <, f}, wobei 4+ und — zweistellige Funktionssymbo-
le sind, f ein einstelliges Funktionssymbol, 0 ein Konstantensymbol und < ein Relationssymbol.
Wir schreiben +, — und < in Infixnotation, also bspw. z + y statt +(x,y). Sei ¢ die folgende
L-Aussage:

VmVu(0<uHElfu<0<v/\((:rfz<v/\zfx<v)%(f(x)ff(z)<u/\f(z)ff(x)<u)))>.

(a) Finden Sie eine L-Struktur M, deren Grundmenge die Menge der reellen Zahlen ist, fiir die
fM R — R eine stetige Funktion ist, und so dass M = ¢ gilt.

(b) Finden Sie eine L-Struktur M, deren Grundmenge die Menge der reellen Zahlen ist, fiir die
M = ¢ gilt, aber fM(x) =1 falls z rational ist und f(z) = 0 [korrigiert von vorher 1] sonst.

Aufgabe 36 — Ritselhaftes

In dieser Aufgabe betrachten wir Legx = {N1,Na,...,No, Z1,Za,...,Z9,S51,52,...,5}, wobei
alle 27 Symbole einstellige Relationssymbole sind. Sei I'yq die Menge bestehend aus den folgenden
L-Aussagen:!

Va(Zy(z) V Za(z) V...V Zg(x)),
Va(Si(z) V Sa(x) V...V Sy(x)),
Vaz(Ny(z) V No(x) V...V No(z)),

(x)
=3z ((Ni(x) A N;(2)) V (Zi(x) A Zj(2)) V (Si(x) A Sj(2))) (fir alle i,j € {1,...,9} miti+#j),
Vavy ((Zi(@) A Zi(y) A Sj(x) ASj(y) =z =y) (fir alled,j e {1,...,9}),
Vavy((z # y A Zi(x) A Zi(y)) = —~(N;j(x) AN;(y)) (fir allei,j € {1,...,9}),
Vavy((z # y A Si(z) A Si(y)) = ~(Nj(@) AN;(y)) (fir allei,j € {1,...,9}),
Vavy((z # y A (Zsiv1 (2) V Zaia () V Zaivs(@)) A (Szj+1(2) V Szj4a(2) V S3j43())
N Z3is1(y) V Zsiy2(y) V Zsirs(y)) A (Ssj1(y) V Ssjra(y) V Ss43(y)))
— (Ng(z) A Nk(y))) (fiir alle i,j € {0,1,2} und k € {0,...,9})
JrqFwo ... Jxg1 (X1 £ X2 ATy £ X3 A ... N Tgg # Ts1)-

_)
_>

Hinweis: Es ist sehr hilfreich, an eine geeignete 9 x 9-Matrix zu denken. Die N; geben die Eintrége
in der Matrix an.

(a) Sei M = T'sqx. Zeigen Sie, dass es fiir jedes Paar 4, j € {1,...,9} genau ein Element a;; € M
gibt, so dass a;; € ZM N Sjw ist.

(b) Sei M = T'sqk. Zeigen Sie, dass M genau 81 Elemente hat.

(c) Fir ¢, 5,k € {1,...,9} sei ¢;ji die Lgar-Aussage Jz(Z;(x) A Sj(x) A Ni(x)). Finden Sie die (bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmte) Lgqi-Struktur M, die

M ): Fax U {@123, $P2415 Y259, 265, £329, P338, 3865 L4185 Y456, P5145 P5635 L5915 6525
©726, P772, P788, P844, P8515 P869, 895, 90987}
erfiillt.

IVorletzte Formel (zweimal!) korrigiert am 8. Juni.
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Hausaufgabenteil der Priifung — mit Losungen

Teil T — Rekursionstheorie

Aufgabe 1. Welche (totale) Funktion f: N> — N wird von dieser Registermaschine berechnet?

0: IF R, = 0 THEN GOTO 1 ELSE GOTO 2 4: Ry :=Ry+1

1: IF Ry = 0 THEN GOTO 6 5: GOTO O
2:Ry =Ry =1 6: STOP
3: RQ = RQ =1

Losung: f(z,y) = max(z,y).

Aufgabe 2. Der Programmierer hat sich bei der Eingabe des obigen Programms in Zeile 0 vertippt.
Das Resultat ist die folgende Registermaschine M:

0: IF R, = 0 THEN GOTO 1 ELSE GOTO 4 4: Rg: =Ry +1

1: IF Ry = 0 THEN GOTO 6 5: GOTO O

2: Ry =Ry =1 6: STOP

3: RQ = RQ =1
wahr (W) oder falsch (F)? Antwort
M stoppt genau dann, wenn am Anfang Ry = 0 ist. W
M berechnet die Identitit id: N — N, d.h. id(n) = n. w

M berechnet eine totale Funktion von N? nach N. F
M berechnet eine partielle Funktion g von N® nach N,
so dass g(a, b, ¢) = max(a,b) wann immer g(a, b, ¢) definiert ist.

W

Kommentar: Wenn am Anfang Ry = 0 ist, dann bleibt das auch so, und die fehlerhafte Stelle
wird nie erreicht. Andernfalls gerit das Programm in eine Schleife, in der Ry nicht veréindert
wird. Das Programm ist ,,offensichtlich® fiir eine zweistellige Funktion geschrieben, aber nach den
formalen Definitionen kann man es auch als k-stellig auffassen fiir beliebiges k. Wie immer wird
dann am Anfang R; = 0 gesetzt fiir alle i > k. Es gilt max(n,0) = n = id(n).

Aufgabe 3. Hier sollten Sie insgesamt 12 Antworten geben.

wahr (W), falsch (F) oder sinnlos (S)? prim. rek. | rek. | rek. aufzb.
Jedes Polynom p: NF — Nist ... W W S
Wenn g: N3 — N primitiv rekursiv ist, f(x,0) = 2 w )% S
und f(z,y+1) = g(y, f(z,y),z), dann ist f ...

Die Ackermannfunktion A: N — N ist ... F W S

Die Menge {(z,y,2) € N3 |y #£ 2%} ist ... A% w A%

,Sinnlos“ bedeutet, dass die Behauptung ,,nicht einmal falsch* ist. Beispiel: ,,Jede reelle Zahl ist

gleichschenklig.

Kommentar: Eine Menge ist laut Definition in der Vorlesung primitiv rekursiv, wenn ihre cha-

rakteristische Funktion es ist.




Teil IT — Pradikatenlogik

Sei L = {R} die Sprache der Graphen, wobei R ein zweistelliges Relationssymbol ist. Wir fassen
(gerichtete) Graphen (allenfalls mit Schleifen, allenfalls unendlich) als L-Strukturen G = (G, RY)
auf. Hierbei ist G' die Menge der Knoten und (a, b) € RY gilt genau dann, wenn es eine Kante von
a nach b gibt.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgenden vier Graphen:
G = (N, RY) mit RY = {(a,b) € N?> |b=a +1}.

Go Gs G4
(G ist ein gerichteter Graph. Die gezeichneten Kanten in den Abbildungen sind ungerichtet, d.h.
jede von ihnen steht fiir zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten.)

wahr (W) oder falsch (F)? i
G; E VYayz(R(z,y) A R(y,z) — R(z,z)) gilt fir ...

G; = Jwzryz(R(w,z) A R(z,y) A R(y, z) A R(z,w)) gilt fir ...
G EJuryz(w#axANw#yAw#zAz#£yNe#zNy # z)
gilt fiir ...

=
=R
| | 11
=R

Kommentar: Jeder der Graphen hat eine Kante aber keine Schleifen. Daher ist die erste Formel
(Transitivitét) fir keinen der Graphen erfiillt. Fiir die zweite Formel geniigt schon die Existenz
einer Kante, weil dann sogar Jwzyz(R(w,z) A R(z,y) A R(y, 2) A R(z,w) Aw =y Az = z) erfiillt
ist.

Anufgabe 5. Zeichnen Sie zwei nicht isomorphe Graphen, die beide die folgende L-Aussage erfiillen:

Gi EVz(-R(z,z)) A Vay(R(z,y) = Ry, z)) A
Fwayz(R(w,z) A R(z,y) A R(y,z) A R(z,w) AVu(u=wVu=zVu=yVu=2)).

— AN O A U K

Kommentar: Gerichtet, ohne Schleifen, mit einem , Weg“ der Lénge 4, der auch Uberschneidungen
erlaubt, und keinen Knoten von auflerhalb des ,, Wegs“. Die ersten drei Losungen enthalten jeweils
nur die Kanten des ,,Wegs“. Die Liste ist vollstandig.

Aufgabe 6. Geben Sie fiir jeden Graphen G; eine Formel ¢; an, so dass G; = ¢; <= i=j.

o-f g

Go G1 Ga Gs

po = Vadysy £ 2 A R@,y) AR(,2))

p1 = Javy(-R(z,y))

o = dn ....’Ifﬁ(l‘l #To ATy FX3N... \NT5 F Tg /\R(Jll,mg) /\R(.ﬂ?g,ﬂ?g) A .../\R(.Z‘g,,.%‘(j))
w3 = Juzyz(z#yAz#zAy#zARux)AR(u,y) A R(u,z))

Kommentar: Die Formeln sind natiirlich nur (méglichst einfache) Beispiele. ¢g: Jeder Knoten hat
mindestens Grad 2. ¢1: Es gibt mindestens einen isolierten Knoten. (s: Es gibt mindestens einen
(iitberschneidungsfreien!) Pfad der Léinge 5. 3: Es gibt mindestens einen Knoten vom Grad 3.
Formeln der Art @9 = @1 A s A —p3 sind eine Art Joker, den man fiir den schwersten Fall
einsetzen kann.



Ubungen zu ,,Grundbegriffe der Mathematischen Logik*
Ungerade Seriennummern, mit Losungen

Teil I — Rekursionstheorie
Aufgabe 1. Welche (totale) Funktion f: N> — N wird von dieser Registermaschine berechnet?

OI IF Rl = O THEN GOTO 6 42 RO = Ro + 1

1: IF Ry = 0 THEN GOTO 6 5: GOTO O
2: R :=R; =1 6: STOP
3: RQ = RQ =1

Loésung: f(z,y) = min(z,y).
Aufgabe 2. Das obige Programm wurde aus einem alten Buch eingescannt. Dabei kam es zu
einem Fehler in Zeile 0. Das Resultat ist die folgende Registermaschine M:

0: IF Ry =0 THEN GOTOO0 4:Rp:=Rp+1

1: IF R, = 0 THEN GOTO 6 5: GOTO O

2R =Ry =1 6: STOP

3: RQ = R2 =1
wahr (W) oder falsch (F)? Antwort
M berechnet eine totale Funktion von N? nach N. F
M stoppt genau dann, wenn am Anfang R; = 0 ist. F
M berechnet eine partielle Funktion 4 von N® nach N,
so dass h(a,b,c) genau dann definiert ist, wenn a > b. W
M berechnet eine partielle Funktion g von N2 nach N,
so dass g(a,b) = min(a,b) wann immer g(a,b) definiert ist. w

Kommentar: Das Programm stoppt genau dann, wenn der Fehler (sofortige Endlosschleife) nicht
erreicht wird. Der Fehler wird bspw. erreicht wenn am Anfang R; = 0 ist, aber auch, wenn R,
mindestens so frith wie Ry Null wird, d.h. falls am Anfang R; < R, gilt. Sonst wie Hausaufgabe.

Aufgabe 3. Hier sollten Sie insgesamt 12 Antworten geben.

wahr (W), falsch (F) oder sinnlos (S)? prim. rek. | rek. | rek. aufzb.
Jede stetig differenzierbare Funktion f: RF — R ist ... S S S
Wenn f: N® — N rekursiv ist, g(0,y) = f(y,0,y) und F w S

gz +1,y) = f(z,y,9(z,y)), dann ist g immer ...

Die totale Funktion h: N*> — N, definiert durch 2(0,y) = y! +y + 7, F W S

Mz +1,0) = h(z,1), hx + 1,y +1) = h(z,h(z +1,y)) ist ...

Jede Menge der Form A\ B mit A primitiv rekursiv und

B rekursiv aufzdhlbar ist ... F F F

Kommentar: Zeile 1 ist etwas verungliickt, weil Jakob Kellner in der Vorlesung das Problem
der Erweiterung der Definitionen auf reelle Funktionen kurz angesprochen hatte; es gibt aber
keine allgemein bekannten Standarddefinitionen. In Zeile 2 steht eine primitive Rekursion, wie in
der Hausaufgabe. Die rekursiven Funktionen sind unter primitiver Rekursion abgeschlossen, aber
wenn man mit einer Funktion anfingt, die selbst nicht einmal primitiv rekursiv ist, kann man
natiirlich im Allgemeinen keine primitive Rekursivitéit erwarten. Die Funktion in Zeile 3 ist wie die
Ackermannfunktion definiert, nur mit grofleren Startwerten. Insbesonders ist das keine primitive
Rekursion! Nach der Church-Turing-These muss die Funktion natiirlich rekursiv sein. Aber es gibt
keinen Grund anzunehmen, dass sie primitiv rekursiv ist, und weil sie schneller wichst als die
Ackermannfunktion ist sie das auch nicht. Zeile 4: Wenn B rekursiv aufzdhlbar aber nicht rekursiv
ist, dann ist nicht einmal N\ B rekursiv aufzidhlbar.



Teil IT — Pradikatenlogik

Sei L = {R} die Sprache der Graphen, wobei R ein zweistelliges Relationssymbol ist. Wir fassen
(gerichtete) Graphen (allenfalls mit Schleifen, allenfalls unendlich) als L-Strukturen G = (G, RY)
auf. Hierbei ist G' die Menge der Knoten und (a,b) € RY gilt genau dann, wenn es eine Kante von
a nach b gibt.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgenden vier Graphen:
G1 = (N, RY9) mit RY = {(a,b) € N? | a ist Teiler von b}.

Go G G4
(G ist ein gerichteter Graph. Die gezeichneten Kanten in den Abbildungen sind ungerichtet, d.h.
jede von ihnen steht fiir zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten.)

wahr (W) oder falsch (F)? i=1|i=2|i=3|i=4
G; E Vayz(R(z,y) A R(y,z) — R(z,2)) gilt fir ... w F F F

G; | Jwzryz(R(w,z) A R(z,y) A R(y, 2) A R(z,w)) gilt fir ... | W w w w
G EJuryz(w#axANw#yAw#zAzE£yNe£zANy # z)

gilt fiir ... w |w |F |W

Kommentar: R in G; ist eine partielle Ordnung, also transitiv. R in G; ist aulerdem reflexiv, so
dass dort auch die Formel in der zweiten Zeile gilt. Ansonsten alles genau wie in der Hausaufgabe.

Aufgabe 5. Zeichnen Sie zwei nicht isomorphe Graphen, die beide die folgende L-Aussage erfiillen:
Gi = Va(~R(z,z)) A Vay(R(z,y) > R(y,2) A a(z =)
A VwEI:vyz(:r £yANc#zANy#zANR(w,z) A R(w,y) A R(w, z)
AVu(R(w,u) —>u=x\/u=y\/u=z)>

Loésung: Hier gab es unendlich viele mogliche Losungen. Die meisten Teilnehmer haben gemerkt,
dass Go aus Aufgabe 4 eine Losung ist. Die einfachste Variation bestand darin, den unzusam-
menh#ngenden Graphen zu nehmen, der aus zwei Kopien von G5 besteht. Es gibt aber noch viele
weitere Variationsmoglichkeiten wie beispielsweise ein 2n-Eck mit Diagonalen oder ein Wiirfel.

Aufgabe 6. Geben Sie fiir jeden Graphen G; eine Formel ¢; an, so dass G; = ¢; <= i=j.
Go G1 Ga g3

o = Juzyz(xA£yAx#zAy#zARu,x)ARu,y) A R(u, 2))
A —Juzyz(u #y Az # z A R(u,z) A R(z,y) A R(y, 2) A R(z,u))

w1 = Fxy...ze(wr Fxe ATy a3 A ANxs # x6 A R(x1,22) A R(ze,23) A ... A R(x5, 26)
w2 = Jay(z #yAVzaR(z,z) AVz-R(y, 2))
w3 = daVy-R(z,y) AJwzyz(w £z Aw A YANw# 2 AN EYyANx £ 2Ny # 2

A R(w,x) A R(x,y) A R(y,z) A R(z,w))

Kommentar: ¢g: Es gibt einen Knoten vom Grad 3, aber keinen Zykel der Linge 4. (Letzteres
abgekiirzt. Die Abkiirzung nutzt aus, dass alle vier Graphen keine Schleifen haben.) ¢1: Es gibt
einen (iiberschneidungsfreien!) Weg der Linge 5. (Wie ¢y der Hausaufgabe.) ¢o: Es gibt zwei
(verschiedene!) isolierte Punkte. ¢3: Es gibt einen isolierten Punkt und einen Zykel der Linge 4.



Ubungen zu ,,Grundbegriffe der Mathematischen Logik*
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Teil I — Rekursionstheorie
Aufgabe 1. Welche (totale) Funktion f: N? — N wird von dieser Registermaschine berechnet?

0: IF R, =0 THEN GOTO 6 4: Rg:=Ry+1
1: IF Ry =0 THEN GOTO 6 5: GOTO 0

2:Ry =Ry =1 6: STOP

3: RQ = RQ =1

Losung: f(z,y) = min(z,y).
Aufgabe 2. Das obige Programm wurde aus einem alten Buch eingescannt. Dabei kam es zu
einem Fehler in Zeile 0. Das Resultat ist die folgende Registermaschine M:

OI IF Rg = O THEN GOTO O 4: RO = Ro + 1
1: IF Ry =0 THEN GOTO 6 5: GOTO 0

2: R =Ry =1 6: STOP

3: RQ = RQ =1

wahr (W) oder falsch (F)? Antwort
M berechnet eine totale Funktion von N? nach N. F
M stoppt genau dann, wenn am Anfang Ry = 0 ist. F
M berechnet eine partielle Funktion A von N? nach N, %%
w

so dass h(a,b) = min(a, b) wann immer h(a,b) definiert ist.
M berechnet eine partielle Funktion g von N nach N,
so dass g(a,b.c) genau dann definiert ist, wenn a < b.

Kommentar: Das Programm stoppt genau dann, wenn der Fehler (sofortige Endlosschleife) nicht
erreicht wird. Der Fehler wird bspw. erreicht wenn am Anfang Ry = 0 ist, aber auch, wenn Ry
mindestens so frith wie Ry Null wird, d.h. falls am Anfang R; > Ry gilt. Sonst wie Hausaufgabe.
Aufgabe 3. Hier sollten Sie insgesamt 12 Antworten geben.

wahr (W), falsch (F) oder sinnlos (S)? prim. rek. | rek. | rek. aufzb.
Jede stetig differenzierbare Funktion f: RF — R ist ... S S S
Wenn f: N3 — N rekursiv ist, g(0,y) = f£(0,y,y) und F )% S
glx+1,y) = f(z,y,9(z,y)), dann ist g immer ...

Die totale Funktion h: N* — N, definiert durch h(0,y) = 3y + vy + 2, F w S

Mz +1,0) = h(z,1), Wz +1,y+1) = h(z,h(z +1,y)) ist ...

Jede Menge der Form A\ B mit A primitiv rekursiv und F F F

B rekursiv aufzdhlbar ist ...

Kommentar: Zeile 1 ist etwas verungliickt, weil Jakob Kellner in der Vorlesung das Problem
der Erweiterung der Definitionen auf reelle Funktionen kurz angesprochen hatte; es gibt aber
keine allgemein bekannten Standarddefinitionen. In Zeile 2 steht eine primitive Rekursion, wie in
der Hausaufgabe. Die rekursiven Funktionen sind unter primitiver Rekursion abgeschlossen, aber
wenn man mit einer Funktion anfingt, die selbst nicht einmal primitiv rekursiv ist, kann man
natiirlich im Allgemeinen keine primitive Rekursivitéit erwarten. Die Funktion in Zeile 3 ist wie die
Ackermannfunktion definiert, nur mit grofleren Startwerten. Insbesonders ist das keine primitive
Rekursion! Nach der Church-Turing-These muss die Funktion natiirlich rekursiv sein. Aber es gibt
keinen Grund anzunehmen, dass sie primitiv rekursiv ist, und weil sie schneller wichst als die
Ackermannfunktion ist sie das auch nicht. Zeile 4: Wenn B rekursiv aufzdhlbar aber nicht rekursiv
ist, dann ist nicht einmal N\ B rekursiv aufzidhlbar.



Teil IT — Pradikatenlogik

Sei L = {R} die Sprache der Graphen, wobei R ein zweistelliges Relationssymbol ist. Wir fassen
(gerichtete) Graphen (allenfalls mit Schleifen, allenfalls unendlich) als L-Strukturen G = (G, RY)
auf. Hierbei ist G die Menge der Knoten und (a,b) € RY gilt genau dann, wenn es eine Kante von
a nach b gibt.

Aufgabe 4. Wir betrachten die folgenden vier Graphen:
G = (N,RY) mit RY = {(a,b) € N? | a < b}.

Go Gs Gr
(G ist ein gerichteter Graph. Die gezeichneten Kanten in den Abbildungen sind ungerichtet, d.h.
jede von ihnen steht fiir zwei entgegengesetzt gerichtete Kanten.)

wahr (W) oder falsch (F)? i
G; E Vayz(R(z,y) A R(y,z) — R(z,2)) gilt fir ...

G; | Jwzryz(R(w,z) A R(z,y) A R(y, 2) A R(z,w)) gilt fir ...
G EJuryz(w#axANw#yAw#zAcEyNe£zNy # z)
gilt fiir ...

=R
=EE
| | 11
=

Kommentar: R in G; ist eine partielle Ordnung, also transitiv. R in G; ist aulerdem reflexiv, so
dass dort auch die Formel in der zweiten Zeile gilt. Ansonsten alles genau wie in der Hausaufgabe.
Aufgabe 5. Zeichnen Sie zwei nicht isomorphe Graphen, die beide die folgende L-Aussage erfiillen:

G F@=z) AN Va(-R(@z) A Vey(R(z,y) = Ry x))
A VwEI:vyz(R(w,x) ANRw,y) NR(w,z) Nz £yNx £ 2Ny +# z
AVu(R(w,u) —>u=x\/u=y\/u=z)>
Loésung: Hier gab es unendlich viele mogliche Losungen. Die meisten Teilnehmer haben gemerkt,
dass Go aus Aufgabe 4 eine Losung ist. Die einfachste Variation bestand darin, den unzusam-

menh#ngenden Graphen zu nehmen, der aus zwei Kopien von G5 besteht. Es gibt aber noch viele
weitere Variationsmoglichkeiten wie beispielsweise ein 2n-Eck mit Diagonalen oder ein Wiirfel.

Aufgabe 6. Geben Sie fiir jeden Graphen G; eine Formel ¢; an, so dass G; = ¢; <= i=j.

TR

G1 Ga Gs
wo = JaVy-R(z,y) ANJwzyz(w £z AwAyAw#zANx#£yANe#zN Ny #z
A R(w,z) A R(z,y) AN R(y, z) A R(z,w))
v1 = Fuzyz(z#yAzxz#zAy#zARu,x)AR(u,y) AR(u, 2))
A—Juxyz(u #y Az # z A R(u,z) AN R(z,y) ARy, z) A R(z,u))
w2 = Fdxy...ze(xy Fxo AT £ 3N  ANxs £ xg A R(x1,22) A R(ze,23) A ... A R(xs5, 26)
w3 = day(x #yAVz-R(x,2) AV2-R(y, 2))

Kommentar: p(: Es gibt einen isolierten Punkt und einen Zykel der Lénge 4. ¢1: Es gibt einen
Knoten vom Grad 3, aber keinen Zykel der Lénge 4. (Letzteres abgekiirzt. Die Abkiirzung nutzt
aus, dass alle vier Graphen keine Schleifen haben.) ¢o: Es gibt einen (iiberschneidungsfreien!) Weg
der Linge 5. (Wie o der Hausaufgabe.) ¢3: Es gibt zwei (verschiedene!) isolierte Punkte.



	loesungen.pdf
	Hausaufgabe
	Ungerade Seriennummern
	Gerade Seriennummern


