Grundbegriffe der Mathematischen Logik, Sommersemester 2011
Priifungsteil I (Rekursionstheorie), Beispielblatt zur Vorbereitung

Name: Matrikelnummer (leserlich!):

Ja-Nein-Fragen

Bitte tragen Sie in die Kastchen W (wahr) oder F (falsch) ein. Eine richtige Antwort zdhlt 2 Punkte, eine falsche 0
Punkte. Eine unbeantwortete Frage zahlt 1 Punkt, damit Sie tm Mittel keinen Nachteil haben, wenn Sie nicht raten.

1. Ob ein LOOP-Programm anhélt, hdngt im Allgemeinen von der Eingabe ab. ................ D
2. Die durch f(x) = 72% — 22 + 25 definierte Funktion f: N — N ist primitiv rekursiv. ......... D
3. Alle Polynome p: N¥ — N mit Koeffizienten in N sind GOTO-berechenbar. .................. D
4. Jede Funktion f: N¥ — N, die hochstens die beiden Werte 0 und 1 annimmt, ist primitiv D
TR UL S V.« ottt et e e e e

5. Jede primitiv rekursive Funktion f: N — N lisst sich als Polynom schreiben. ................ D
6. Die Funktion f(z,y) = z 17 y ldsst sich durch ein Polynom p(z,y) nach oben abschiitzen. .... D
7. Die Funktion f(z,y) = 2 1% z ist LOOP-berechenbar. ............ ... ... . oot D
8. Die Menge {(7,y,2) € N* | 192yz — 24zy — 3yz — 4x — 2 = 0} ist rekursiv. .................. D
9. Seien a: N* — Nund 8: N° — N primitiv rekursiv. Die Funktion v: N* — N mit v(0,%) = a(¥) D
und y(n + 1,7) = B(n,7(n,7),§) ist reKursiv. ..o

10. Alle rekursiven Mengen A C N* sind rekursiv aufzahlbar. .................................. D
11. Wenn A C N? rekursiv ist, dann auch {z € N | Jy: (z,y) € A} cvvviiiiiii . D
12. f: N2 =N, f(z,y) = (@ +y)(x+y+1)/2+y+ 7 ist injektiv, aber nicht surjektiv. ........ D

13. Es gibt endlich viele rekursiv aufzdhlbare Mengen A C N, die nicht Bilder von rekursiven D
Funktionen f: N — N sind. ... ...

14. Jede rekursiv aufzéhlbare Menge A C N ist rekursiv und aufzdhlbar. ........... .. ... .. .. D

15. In der Vorlesung wurde bewiesen, dass es eine rekursiv aufzdhlbare Menge gibt, die nicht
rekursiv ist. Ganz analog kdnnte man auch zeigen: Es gibt keine universelle rekursive Menge,
d.h. es gibt keine rekursive Menge U C N2, so dass jede rekursive Menge A C N von der Form D
A={z|(z,c) €U} fiirein ¢ € Nist. ..ot e

Bitte wenden!
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Fragen mit offenen Antworten

Jede Frage zihlt 2 Punkte. Fiir partielle oder fast richtige Lésungen gibt es evt. 1 Punkt. Hinweis: In der Prifung haben
Sie keinen Interpreter zum Testen. Uberlegen Sie sich bei den LOOP-Programmen zuerst, was die jeweils innerste
Schleife tut.

16. Programm 1 ist ein LOOP-Programm. Welche Funktion f: N2 — N berechnet es? ..........
17. Programm 2 ist ein LOOP-Programm. Welche Funktion g: N — N berechnet es? ...........
18. Programm 3 ist ein GOTO-Programm. Welche partielle Funktion h: N --» N berechnet es?

Programm 1

loop input 1 times {
output = Inc(output)
loop input 2 times {
output = Inc(output)
input 2 = Dec(input 2)
}
}

Programm 2

output = Inc(output)
loop input 1 times {
x = Val(output)
output = Zero()
loop x times {
loop input 1 times {
output = Inc(output)
}
}
input 1 = Dec(input 1)
}

Programm 3

true = Inc(true)
output = Val(input 1)
if output goto 4

if true goto 6
output = Dec(output)
if true goto 5



Grundbegriffe der Mathematischen Logik, Sommersemester 2011
Priifungsteil I (Rekursionstheorie), 4. Mai 2011, 13:00-14:30

Name: Matrikelnummer (leserlich!):

Ja-Nein-Fragen

Bitte tragen Sie in die Kaistchen W (wahr) oder F (falsch) ein. Eine richtige Antwort zihit 2 Punkte, eine falsche 0
Punkte. Eine unbeantwortete Frage zdhlt 1 Punkt, damit Sie im Mittel keinen Nachteil haben, wenn Sie nicht raten.

1. Jedes GOTO-Programm mit hochstens 3 Zeilen hélt unabhéngig von der Eingabe immer an. D

2. Die Fibonacci-Funktion F': N — N — definiert durch F(0) =0, F(1) =1, F(n+2) = F(n) + D
F(n+1) —ist LOOP-berechenbar. ...........ouiuiiii e

3. Die Fakultatsfunktion ist primitiv rekursiv. ......... ... .. D
4. Jede beschrinkte rekursive Funktion f: N* — N ist primitiv rekursiv. ....................... D
5. Primitive Rekursion ist der Spezialfall von pu-Rekursion fiir primitives p. ......... ... ... .. .. D
6. Die Zahl 51! 7 ist so grof}, dass man sie in der Praxis nicht berechnen kann. ................ D
7. Die Funktion f(x) = 2 1% x ist primitiv rekursiv. ...........coooiiiiiiiiiiiii i, D
8. Die Menge {(7,y,2) € N> | 2% +y? = 21} ist rekursiv. ..., D
9.

Seien a: N> — N und #: N®> — N rekursiv. Die Funktion v: N* — N mit v(0,%) = a(y) und D
y(n+1,7) = B(n,y(n,§),7) ist primitiv rekursiv. ... ...

10. Eine rekursive Menge ist genau dann primitiv rekursiv, wenn ihr Komplement auch rekursiv D

11. Wenn A C N? rekursiv aufzihlbar ist, dann auch {z € N | Jy: (z,y) € A}. .......ooooinn. D
12. Jede gerade Zahl ist von der Form (z + y)(x +y + 1) + 2y, wobei z,y e N. ................. D

13. Fast alle rekursiv aufzidhlbaren Mengen A C N sind Bilder von rekursiven Funktionen f: N — D
N

14. Die charakteristische Funktion einer rekursiv aufzéhlbaren Menge ist rekursiv. ............. D

15. In der Vorlesung wurde bewiesen, dass es eine rekursiv aufzdhlbare Menge gibt, die nicht
rekursiv ist. Der Beweis benutzt die Tatsache, dass es keine universelle rekursiv aufzéhlbare Menge D
BIDt.

Bitte wenden!
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Fragen mit offenen Antworten

Jede Frage zihlt 2 Punkte. Fiir partielle oder fast richtige Losungen gibt es evt. 1 Punkt. Hinweis: Uberlegen Sie sich
bei den LOOP-Programmen zuerst, was die jeweils innerste Schleife tut.

16. Programm 1 ist ein LOOP-Programm. Welche Funktion f: N®> — N berechnet es? ..........
17. Programm 2 ist ein LOOP-Programm. Welche Funktion g: N> — N berechnet es? ..........
18. Programm 3 ist ein GOTO-Programm. Welche partielle Funktion h: N2 --» N berechnet es?

Programm 1

output = Val(input 3)
loop input 1 times {
loop input 2 times {
input 2 = Dec(input 2)
output = Dec(output)
}
output = Dec(output)
}

Programm 2

output = Val(input 1)

loop input 2 times {
output = Dec(output)

}

counter = Zero()

counter = Inc(counter)

loop input 2 times {
counter = Zero()

}

loop counter times {
output = Val(input 2)

}

Programm 3

output = Zero()

x = Val(input 1)

y = 1(input 2)
output = Inc(output)
y = Dec(y)

if y goto 3

output = Inc(output)
X = Dec(x)

if x goto 2

if output goto 12
output = Inc(output)
if output goto 10



Grundbegriffe der Mathematischen Logik, Sommersemester 2011
Priifungsteil II (Pridikatenlogik), Beispielblatt zur Vorbereitung

Name: Matrikelnummer /Studienkennzahl:

Ja-Nein-Fragen

Bitte tragen Sie in die Kastchen W (wahr) oder F (falsch) ein. Eine richtige Antwort zihlt 2 Punkte, eine falsche 0
Punkte. Eine unbeantwortete Frage zdhlt 1 Punkt, damit Sie im Mittel keinen Nachteil haben, wenn Sie nicht raten.

In den Fragen steht o fiir eine beliebige Signatur.
on ist die Signatur mit JJ(\),D ={0,1,+, -}, ol = {<}, wobei 0 und 1 nullstellig sind und +, * und < zweistellig. N
steht sowohl fiir die natiirlichen Zahlen {0,1,2,...} als auch fiir die on-Struktur (N, 0,1, +, -, <).
o ist die Signatur mit o9 = 0, o8¢ = {E} und arp(E) = 2.

1. Jede o-Formel ist ein a-Term. ....... ... e e D
2. Wenn t ein o-Term ist, dann ist ==tt eine o-Formel. ...... ... ... . ... .. . . ... D
3. Es gibt eine Signatur o, so dass =++ eine o-Formel ist. ........... ... ... ... . i D
4. Wenn A<01 eine o-Formel ist, dann ist auch =01 eine o-Formel. ............................ D
.

Wenn ¢ eine (aussagenlogische) Tautologie ist, dann gibt es eine Belegung 8 der aussagenlogi- D
schen Préadikate, so dass S(0) = LISt «.vee it e

0 2 1 3
6. ((p=p)Vv(p=p)) ist eine Formel der Aussagenlogik in Infix-Notation. ...................... D

7. Jede o-Theorie erfiillt entweder die Voraussetzungen des Vollstdndigkeitssatzes oder die Vor- D
aussetzungen des Unvollstandigkeitssatzes. ...... ...

8. Um zu verifizieren, dass eine Formel der Aussagenlogik eine Tautologie ist, muss man unendlich
viele Fille iiberpriifen. Dieses Problem wird durch den Beweisbarkeitsbegriff und den Vollstandig- D
keitssatz GelOst. ...
01 10
9. =A=VvV-=VV ist eine Tautologie der Pradikatenlogik 1. Stufe. ........... .. .. .. .. .. . ... D
. 00 . D
10. Die Formel =VV ist beweisbar. .. ... e

11. Die ox-Formel SV IV [V ey R A A gilt fiir die natiirlichen Zahlen (d.h. N |= ¢), ist D
aber nicht beweisbar. .. ... ..

3 33 2 _0_3 0.2
12. Die opn-Formel =AJv=+-vvOv-3IvIv=+VvOV ist beweisbar. .............. ... .. ... D

]

14. Sei G der unten abgebildete Graph als og-Struktur codiert, d.h. G = {1,2, 3,4} und EY = D

13. Sei G der unten abgebildete Graph als og-Struktur codiert, d.h. G = {1,2,3,4} und EY =
0_1_2 01 _12 02
{(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}. Dann gilt G = 3avavavAAEvvEvv=vv. ... ..o o

((1,2), (2,1, (3,4), (4,3)}. Dann gilt G = IV-TVA~ZUNAEVV. +oeeeeeeee oo

Bitte wenden!



Fragen mit offenen Antworten
Jede Frage zihlt 2 Punkte. Fiir partielle oder fast richtige Losungen gibt es evt. 1 Punkt.

1 2 3 ..
15. (=(pA(pv(—p)))) ist eine Formel der Aussagenlogik in Infix-Notation. Ubersetzen Sie sie
in eine gleichwertige Formel der Aussagenlogik in polnischer Notation. ..........................

0 10 01 0
16. Geben Sie go[%] an, falls p = 3Av=vV, t=4+VWVund y = V. ..o

17. Beweisen Sie, dass es keine o-Formel gibt, in der zwei = direkt hintereinander vorkommen. .

18. Sei o eine Signatur mit einem einstelligen Operationssymbol T, und sei

® 6.0 _0 ©0__0
¢ = A-Av=vfv-Iv-=vffy

0_1_2 01 02 12

1 = AvAVAVAA-=VV-=vV-=VY

0_1_2_3 01 62 03 12 13 23
x = —~3AvIVIVAVAAAAA-=VV-=VY-=VVo=VV =YY=V,

Beweisen Sie, dass der o-Satz =AApy beweisbar ist. (Hinweis: Uberlegen Sie sich, was Sie jeweils
tiber ein Modell M = ¢, M = und M = x sagen konnen.) ..........c..cooiiiiiiiniiiiin...



Grundbegriffe der Mathematischen Logik, Sommersemester 2011
Priifungsteil II (Pridikatenlogik), 22. Juni 2011, 13:00—14:30

Name: Matrikelnummer/Studienkennzahl:

Ja-Nein-Fragen

Bitte tragen Sie in die Kastchen W (wahr) oder F (falsch) ein. Eine richtige Antwort zdhlt 2 Punkte, eine falsche 0
Punkte. Eine unbeantwortete Frage zahlt 1 Punkt, damit Sie tm Mittel keinen Nachteil haben, wenn Sie nicht raten.

In den Fragen steht o fiir eine beliebige Signatur.
on ist die Signatur mit a]?,p ={0,1,+, -}, okl = {<}, wobei 0 und 1 nullstellig sind und +, * und < zweistellig. N
steht sowohl fiir die natiirlichen Zahlen {0,1,2,...} als auch fir die on-Struktur (N,0,1,+, - <).
op ist die Signatur mit o9 = 0, 08! = {E} und arp(E) = 2.

1. Wenn o eine Signatur ohne Relationssymbole ist, ist jeder o-Term eine o-Formel. ........... D
2. Es gibt eine Signatur o, so dass =A++ eine o-Formel ist. ....... .. .. .. .. il D
3. Wenn t ein o-Term ist, dann ist Att eine o-Formel. ...... ... .. ... . o i D
4. Wenn A=01 eine o-Formel ist, dann ist auch == eine o-Formel. .............................. D
5

. Es gibt eine aussagenlogische Tautologie ¢ und eine Belegung 8 der aussagenlogischen Préadikate, D
S0 dass B(p) = 0 ISt .ot

0,0 1
6. (Ip(pvp)) ist eine Formel der Aussagenlogik in polnischer Notation. ...................... D

7. Aus dem Unvollstiandigkeitssatz folgt, dass es einen oy-Satz ¢ gibt, so dass weder N |= ¢ noch D
N 0 Bl o

8. Ob eine Formel der Aussagenlogik eine Tautologie ist, kann man durch endliche Fallunterschei- D
dung und Einsetzen Gberprifen. ........ ... it

01 01
9. Die o-Formel =A=XX—-=XX ist eine Tautologie der Prédikatenlogik 1. Stufe. .................. D
. 01 10 . _— D
10. Die o-Formel =A=XX—=XX ist ein Gleichheitsaxiom. ........... ... ... .. ... . . . . i iiiiiiiin..
11. Die on-Formel =+1+11++111 ist beweisbar. ......... i D
2 111 _3 2 31
12. Die opn-Formel =A=X+* XXX~IX=X+XX ist beweisbar. .........c.c.cuuiiii.. D

13. Sei G der unten abgebildete Graph als og-Struktur codiert, d.h. G = {1,2, 3,4} und EY = D
0_1_2 01_12
{(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}. Dann gilt G = —~3IXIXIXAEXXEXX. ...

14. Sei G der unten abgebildete Graph als og-Struktur codiert, d.h. G = {1,2,3,4} und EY = D
0 _1_01
{(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}. Dann gilt G = IX-IXEXX. ...

Bitte wenden!



Fragen mit offenen Antworten
Jede Frage zihlt 2 Punkte. Fiir partielle oder fast richtige Losungen gibt es evt. 1 Punkt.

1 2 3 ..
15. =ApVp—p ist eine Formel der Aussagenlogik in polnischer Notation. Ubersetzen Sie sie in eine
gleichwertige Formel der Aussagenlogik in Infix-Notation. ........... ... o ..

1 10 23 0
16. Geben Sie go[%] an, falls o = AX=XX, t = XX UNd Y = Xo o oveiiii e
17. Geben Sie eine Signatur o an, so dass 42 (eine Zeichenkette der Lange 2!) eine o-Formel ist.
18. Sei o eine Signatur mit einem einstelligen Operationssymbol T, und sei

0_1 0_1 01
@ = ~AXAXA=TXFX~=xX

1 0 1_0

1 = Ax~Ix=xFx

Beweisen Sie, dass die Grundmenge M jedes Modells M = Apty) mindestens 7 Elemente enthélt.

(Druckfehler in Aufgabe 18 nachtriglich korrigiert. Der zweite Existenzquantor in ¢ fehlte.)



