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FAMILLE ADMISE ASSOCIEE A UNE VALUATION DE K|z]
par

Michel Vaquié

Résumé. — Toute valuation p de K|[z] prolongeant une valuation v donnée de
K permet de construire une famille admise de valuations de K|[z], essentiellement
unique, qui converge vers p. L’étude de l'ensemble £(K|[z],v) des valuations ou
pseudo-valuations prolongeant v & K [z] peut alors se ramener a I’étude de 1’ensemble
F(K[z],v) des familles admissibles, ce qui permet en particulier de définir une relation
d’ordre sur ’ensemble (K [z],v).

Abstract (Admissible family associated to a valuation of K[z]). — Any valuation u of
K|z] extending a given valuation v of K gives a construction of an almost unique
admissible family of valuations of K[z], which converges to p. The study of the set
E(K|z],v) of the valuations or pseudo-valuations extending v to K[z] is then reduced
to the study of the set F(K|[z],v) of admissible families. By this way we can define
an order on the set £(K|[z],v).

Introduction

Soit K un corps muni d’une valuation v, a valeurs dans un groupe ordonné I',.
Nous savons que nous pouvons obtenir toute valuation ou pseudo-valuation p de
Panneau des polynémes K [x] qui prolonge v grace & une famille admise de valuations
convergente A = (u;)ier (c¢f. théorémes 2.4 et 2.5 de [Va]).

Nous rappelons dans une premiere partie les notions de valuations augmentées et
de wvaluations augmentées limites, qui sont nécessaires pour définir les familles ad-
mises de valuations. Puis nous précisons dans une deuxieme partie comment nous
pouvons construire la famille admise associée a une valuation p, ainsi nous pourrons
la déterminer de maniere essentiellement unique a partir de pu. Cela nous permettra
de définir certains invariants de cette valuation et de décrire 'ensemble de toutes les
extensions de la valuation v a K[z]. En particulier nous pouvons définir grace aux
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familles admises une relation d’ordre partiel sur cet ensemble, et nous comparons cet
ordre avec l'ordre naturel défini par 1'ordre sur le groupe des valeurs.

Toute famille admise est réunion de familles admissibles simples, qui sont elles-
mémes constituées d’une partie discréte et d’'une partie continue. Dans une troisieme
partie, nous allons étudier la partie continue d’une famille admissible simple. Nous
allons en particulier donner une propriété des polynomes-clés limites associés a cette
partie continue, propriété équivalente a une propriété des polyndomes-clés apparais-
sant dans la partie discréte, propriété caractéristique donnée par MacLane ([McL1]
Theorem 9.4, [Va] Théoréme 1.11).

Remerciements. — L’auteur tient a remercier le Mathematical Sciences Research
Institute a Berkeley pour lui avoir offert un cadre de travail chaleureux et stimulant,
pour un séjour au cours duquel cet article a été en partie rédigé.

1. Valuation augmentée et valuation augmentée limite

Dans ce qui suit nous nous donnons une valuation v sur un corps K et toutes les
valuations ou pseudo-valuations p de ’anneau des polynémes K[z] que nous consi-
dérons sont des prolongements de v. Nous nous donnons aussi un groupe totalement
ordonné f, contenant le groupe des ordres I',, de la valuation v, et toutes les valuations
ou pseudo-valuations p de K[z ont leur groupe des ordres I';, qui est un sous-groupe
ordonné de T'. Nous définissons aussi I'ensemble totalement ordonné T' = T' U {400}

En fait nous supposerons dans la suite que la valuation v de K est de rang fini r,
alors nous pouvons considérer le groupe des ordres I',, comme un sous-groupe ordonné
du groupe R" muni de l'ordre lexicographique ([Ab], proposition 2.10), que nous
notons I', g. Alors toute valuation ou pseudo-valuation p de Kx] qui prolonge la
valuation v est de rang r + 1 et son groupe des valeurs I', peut étre inclus dans le
groupe (R &) F,,,R) = (RT‘H) . Nous pourons donc supposer dans la suite que le
groupe T est le groupe (R &) FV’R)lex'

Pour toute valuation p de K[z] nous pouvons définir la notion de polynéme-clé ¢,
et si ¢ est un polynéme-clé pour p et si v est un élément de T vérifiant v > (),
nous pouvons définir une nouvelle valuation p' de K|x], appelée valuation augmentée
associée au polynéme-clé ¢ et & la valeur vy que nous notons p’ = [u; p/'(¢) = 7]. Dans
la suite, chaque fois que nous dirons que p’ est la valuation augmentée associée & un
polyndéme ¢ et & une valeur v, ou que nous utiliserons la notation p’ = [u; p/'(6) = 7],
Nnous supposerons queNIe polynome ¢ est un polyndme-clé pour la valuation p et que la

lex lex

valeur « appartient a I" et vérifie v > 1(¢). De plus nous pouvons aussi définir la notion
de famille de valuations augmentées itérées comme une famille dénombrable (u;);er
de valuations de K[x], I = {1,...,n} ou I = N*  associée & une famille de polynomes
<¢i)i€ ; et a une famille (fyi)ie ; d’éléments de f, telle que chaque valuation g, @ > 1,
est une valuation augmentée de la forme p; = [pi—1; pi(¢i) = vi] et ol la famille des
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FAMILLE ADMISE ASSOCIEE A UNE VALUATION DE K|[z] 393

polynomes-clés (qﬁl) vérifie les deux propriétés suivantes : pour tout ¢ > 2 nous avons
deg ¢; > deg ¢;—1 et les polynomes ¢; et ¢;—1 ne sont pas p;_1-équivalents.

Nous renvoyons aux articles de MacLane [McL1], [McL2], et & l’article de 'au-
teur [Va], pour les définitions et les propriétés des polynomes-clés, des valuations
augmentées et des familles de valuations augmentées itérées.

Dans [Va], nous avons introduit la notion de famille admissible simple de valuations
de K[z] : une famille admissible simple S est composée par la réunion de deux familles
D et C définies de la maniere suivante.

La famille D = (p;);cs est une famille non vide de valuations augmentées itérées de
K|[x] telle que la famille de polynémes-clés ((;51)Z el vérifie I'inégalité stricte deg¢; >
deg ¢;—1 ; de plus nous pouvons vérifier que pour tout 4, sauf éventuellement pour
1 = n le plus grand élément de I, la valeur ; appartient a I', ®z Q.

La famille C = (,ua)a c4 est une famille de valuations de K[z], ot 'ensemble A
est un ensemble totalement ordonné, sans élément maximal, associée a une famille
de polynomes (¢O‘)a€A de méme degré d, et a une famille (’ya)aeA d’éléments de f,
pour tout a < § dans A, ¢z est un polynéme-clé pour la valuation p, et la valuation
pp est la valuation augmentée pg = [pq ; pa(dg) = vsl, avec v3 > pa(Pg) = Va. La
famille C est vide si la famille D est infinie, sinon le degré d des polynoémes-clé ¢, est
égal au degré du dernier polynéme-clé ¢,, de la famille (gbz)z I associée a D, et pour
tout o dans A, la valuation p, est la valuation augmentée po = [tn; ta(Pa) = Val-
En fait si nous savons que pour un indice « la valuation ., est la valuation augmentée
Pa = [tn; pa(Pa) = Vo], nous en déduisons que pour tout 5 > «, la valuation pg est
aussi la valuation augmentée g = [un ; pa(¢g) = v3]. De plus pour tout o dans A, le
groupe des ordres de la valuation u, est égal au groupe des ordres de la valuation pi,,.

Les familles D et C sont appelées respectivement les parties discréte et continue
de la famille admissible simple S. De plus si la famille C est vide, c¢’est-a-dire pour
S = D, nous disons que la famille S est une famille admissible simple discréte ou une
famille admissible discreéte, et si la famille D ne contient qu’une valuation, c’est-a-dire
pour § = (ua)aeA* avec A* = {1} U A, nous disons que la famille S est une famille
admissible simple continue ou une famille admissible continue.

Remarquons que si C est la partie continue d’une famille admissible simple S, pour
tout oy dans A nous pouvons définir le sous-ensemble A’ = {a € A | a > ap}
et la famille C" = (pa) -
admissible simple &’ définie par 8" = (j1q,)UC’. La famille S’ est une famille admissible
simple continue et est une sous-famille de la famille C. En particulier toute partie

Alors C’ est la partie continue d’une nouvelle famille

continue C = (,ua)a ca d’une famille admissible simple S telle que A possede un plus
petit élément gy peut étre considérée comme une famille admissible continue, et nous
dirons en fait que toute partie continue C est une famille admissible continue, méme
si ’ensemble A ne possede pas de plus petit élément.
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Soit C = (,ua)a c4 UnE famille admissible continue de valuations, alors les groupes
des ordres des valuations p, sont tous égaux a un méme sous-groupe I' de f, et
I'ensemble A(A) = {7, | @ € A} est un sous-ensemble de I' isomorphe & I’ensemble
ordonné A. Nous en déduisons que A(A) n’a pas de plus grand élément, en particulier
si les valuations o sont discretes de rang un, c’est-a-dire pour I' ~ Z, cet ensemble
n’est pas borné. Nous disons que la famille admissible continue C = (ua)a ca Ost
exhaustive si Pensemble A(A) est un intervalle du groupe I, ¢’est-a-dire si pour tout
a < o dans A, pour tout élément v de T' vérifiant v, < 7 < 7o, il existe o/’ dans A
tel que v = yqrr.

Pour pouvoir définir la notion de famille admissible de valuations de K[z] nous
devons d’abord introduire la notion de wvaluation augmentée limite associée a une
famille admissible continue.

Soit C = (ua)a ¢4 une famille admissible continue, associée & la famille ((ﬁa)(1 cA

de polynomes-clés dans K[z] de degré d, et & la famille (’ya)a cA de valeurs dans ﬁ
et soit I' le groupe des ordres des valuations de C.

Pour tout polynéme f de K[z] et pour tout o <  dans A nous avons s (f) <
pa(f), avec I'égalité pq (f) = pp(f) pour deg f < d. De plus, si pour le polynéme f
il existe & < B avec pq(f) = pg(f), alors pour tout o > « nous avons encore
Végalité fia(f) = pra (f). Nous pouvons définir le sous-ensemble ®(A) de K|[z] formé
des polynomes pour lesquels la famille (,ua( f )) n’est pas stationnaire a partir d'un
certain rang,

acA

O(A) = {f € K[2] | pa(f) < pp(f) Vo < B € A}.

Pour tout polynéme f de K[z] n’appartenant pas & ®(A) nous posons pa(f) =
sup(ua(f),oz € A). En particulier pa(f) est défini pour tout polynoéme f de degré
strictement inférieur & d, et si I'ensemble ®(A) est vide 4 est une nouvelle valuation
de Klx].

Dans le cas ot Pensemble ®(A) est non vide nous pouvons définir I'ensemble ®(A)
des polynoémes unitaires appartenant a 5(14) de degré minimal, et tout polyndéme ¢
appartenant & ®(A) est un polynéme-clé limite pour la famille C = (Mo‘)aeA (¢f. [Va],
proposition 1.21), et un tel polynéme ¢ permet alors de définir une valuation aug-
mentée limite pour la famille C.

Rappelons la définition de la valuation augmentée p' = [u; p'(¢) = ~] de K|z],
construite & partir d’une valuation pu, associée a un polynome-clé ¢ pour u et a une
valeur v dans I' vérifiant > w(@). Pour tout polynéme f de K[x], nous écrivons
le développement de f selon les puissances de ¢, f = ¢gm@™ + -+ + g1¢ + go, ou les
polynomes g;, 0 < j < m sont de degré strictement inférieur au degré du polynome-
clé ¢, et nous avons :

' (f) = inf(u(g;) +jv, 0<j<m).
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Rappelons que nous pouvons définir aussi pour tout polynome unitaire ¢ de degré 1,
¢ = x + b, et pour toute valeur v de I' une valuation pu de K [z] de la maniére
suivante. Tout polynéme f de K|[z] s’écrit de maniére unique sous la forme f =
aqd? + -+ a1¢ + ag et nous posons u(f) = inf (v(a;) + jv, 0 < j < d), nous notons
cette valuation p = [v; u(¢) =~].

De méme la valuation augmentée limite p/ construite & partir de la famille ad-
missible continue C = (ua)a c» associée au polynome-clé limite ¢ et a une valeur
dans T' vérifiant v > pa(¢) pour tout « dans A, est définie de la maniere suivante.
Pour tout polynéme f de K[x], nous écrivons encore le développement de f selon les
puissances de ¢, f = gm¢™ + -+ + 919 + go, les polynémes g;, 0 < 7 < m sont de
degré strictement inférieur au degré du polynome-clé ¢, par conséquent sont de degré
strictement inférieur & d est nous pouvons définir les valeurs 114(g;), en fait nous pou-
vons trouver un indice o tel que pour tout j, 0 < j < m, nous ayons pa(g;) = ta(g;)
pour tout a > . Nous posons alors :

1 (f) = inf (algy) + jv, 0<j<m).

L’application p' ainsi définie est bien une valuation de K[x], & valeurs dans T, qui
vérifie 1/ (f) > pa(f) pour tout polynéme f de K[z] et pour tout o dans A, et
' (f) = pa(f) pour tout f n’appartenant pas & ®(A). Nous la notons :

1= [(1a) gens H'(0) =]
Nous renvoyons a [Va] pour les définitions précises et les propriétés des polynomes-clés
limites et des valuations augmentées limites.
Nous pouvons maintenant définir une famille admissible, et aussi fixer les notations
que nous utiliserons dans la suite.

Définition. — Une famille admissible A pour la valuation v de K est une famille de
valuations (u;)i;er de K[z], obtenue comme réunion de familles admissibles simples
A= U 3(]’)7
jeJ
ou J est un ensemble dénombrable, J = {1,..., N} ou J = N*, et nous définissons J*
par J* ={1,...,N — 1} si J est fini et par J* = J = N* sinon. Pour tout j dans J la
famille admissible simple SU) est constituée d’une partie discréte DY) et d’une partie
continue CU),
SV = (D(j)§c(j)) = ((/h(j))leuj)% (/‘Lg))aeA(j))7
avec LU = {1,...,n;} ou LW = N* et AU) ensemble totalement ordonné sans
élément maximal, vérifiant :

— pour j appartenant & J*, la partie discréte DY) = (ul(j))leL(J’) est finie et la
partie continue C) = (uﬁj))aem) est non vide, et la premiere valuation ugﬂ_l) de la
famille simple SU+1) est une valuation augmentée limite pour la famille admissible
continue C1) ;
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— la premiere valuation ,ugl) de la famille est la valuation associée & un polynoéme

unitaire ¢§1> de degré 1 et & une valeur 7{1)7 Mgl) = [v; ,ugl)( (11)) = fy{l)].
Dans la suite, comme la valuation v de K est fixée nous dirons simplement que A
est une famille admissible de valuations de K[z].

Nous pouvons aussi écrire la famille admissible A comme une famille indexée par
un ensemble totalement ordonné I,

A = (1i)ier,
et I'ensemble I peut étre décrit de la maniere suivante : pour tout j dans J, nous
munissons Pensemble BU) = LU 11 AW de Pordre total induit par les ordres sur L)
et sur AW et défini par | < a pour tout I € L) et tout o € AW ; et nous posons

I={(,b)|jeJetbe BV},

muni de 'ordre lexicographique, c’est-a-dire (4,0) < (j/,b') si j < j' dans J et (j,b) <
(4,1) si et seulement si b < b’ dans BY).

L’ordre sur I’ensemble I peut étre caractérisé par la relation suivante : ¢ < k dans
si et seulement si pour tout polynéme f de K[x] nous avons p;(f) < pi(f) et il existe
au moins un polynoéme g avec p;(g) < px(g).

Nous pouvons remarquer que les ensembles AY) peuvent étre choisis comme sous-
ensembles des groupes des ordres des valuations u;?, par conséquent nous ne pouvons
faire aucune hypothese sur le cardinal de ces ensembles, ni sur celui de ’ensemble [
et de la famille A.

A toute famille admissible A nous associons la famille des polynémes-clés ou
polynoémes-clés limites (qﬁl)z cp» due mnous appelons pour simplifier la famille des
polynoémes-clés, et la famille des valeurs (*y,)l eI

Définition. — Une famille admissible A = (u;);er de valuations de K([z] est dite
compléte si’ensemble I posseéde un plus grand élément z, sinon la famille admissible A
est dite ouverte.

Remarque 1.1. — Une famille admissible A est compléte uniquement dans le cas ot A
est réunion d’un nombre fini de familles simples et ot la derniére famille simple SV
est discrete finie, SV) = (MEN), ceey u;ﬂ?).

Nous utiliserons aussi de maniere essentielle le théoréme de factorisation (théoréme
1.19 de [Va]), pour cela, nous rappelons les notations suivantes.

Soit C = (ua)aeA
de polynomes-clés de degré d, et a la famille ('ya)a cA de valeurs dans I', et nous
supposons que I’ensemble A a un plus petit élément w, nous pouvons toujours nous
ramener 4 ce cas car nous ne nous intéressons qu’a ce qui se passe pour « suffisamment
grand. Nous définissons +oo tel que Yo € A, w < a < +oo, et A = AU {+o0}, et
nous définissons formellement ¢ par Va € A, o (@4+00) = Ya-

une famille admissible continue, associée a la famille (qﬁa)a cA
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Alors, si nous posons v, ., = +00, pour tout a dans A et tout § dans A, nous
avons :

ta (@) = inf(ya,v8)-
Nous disons que deux polynémes f et g de K[x] sont A-équivalents, et nous notons
f 79 si et seulement si pour tout a dans A, nous avons Uégalité 1o (f) = pa(g).

Théoréme de factorisation. — Soit f un polynéme de K [x] de degrén, avec n< (m+1)d,
m > 0, alors il existe {aq,...,am} dans A, avec w < a1 < --+ < ay < +00, et fy
dans K[z] de degré deg fo < d tels que : f o foba, + ba,, -

Corollaire. — Soit f un polynome de K|x] de degré n, n < (m + 1)d, m > 1, alors :
— il existe un entier s > 0,
— il existe {ai,...,as} dans A, avec w =a <1< ay < -+ < a; < +00,
— il existe des entiers ri,...,Ts, avec m =11 >T9 > - >15 >0,

tels que pour tout j, 1 < j < s, pour tout a avec aj < o < Qjy1, NOUS GVONS :
//fa(f) = Ha; (f) + T Ya-

En particulier pour tout polynéme f de Klz], de degré n < (m + 1)d, il existe ag
dans A, un élément § de I et un entier ¢, 0 < t < m tel que pour tout a > «g, nous
ayons i (f) = § + ty4. Le polynéme f appartient & I’ensemble &3(14) si et seulement
si l'entier ¢ est strictement positif.

Rappelons que si p est une valuation de 'anneau Klz], nous disons que deux
polynomes f et g sont u-équivalents, et nous notons f ~ g, si f et g ont méme image
dans I’algebre graduée gr, K|z], c’est-a-dire si nous avons w(f—g) > p(f) =pnlg). Et
de méme nous disons qu'un polynome ¢ est u-divisible par un polynéme f, et nous
notons f|g, s’il existe un polynéme h tel que g soit p-équivalent a hf.

La prc?position suivante permet de savoir a quelles conditions deux polynoémes ¢
et ¢ de K[z], qui sont polynémes-clés pour une valuation donnée p de K|[z|, défi-
nissent la méme valuation augmentée pour une valeur v fixée.

Proposition 1.2. — Soit p une valuation de K|[z|, soient ¢1 et ¢o deux polyndmes-
clés pour la valuation p et soient y1 > u(p1) et yvo2 > u(¢p2) deux valeurs dans un
groupe totalement ordonné T contenant le groupe des ordres de u. Alors les valuations
augmentées p1 = [ p1(p1) =11 et pe = [p; pa(P2) = o] définies par ces polynomes
et ces valeurs sont égales si et seulement si y1 = 2 et si les polynomes ¢y et ¢o ont
méme degré et vérifient u(da — 1) = 71 = V2.

Dans ce cas les polynomes ¢1 et ¢o sont p-équivalents.

Démonstration. — Supposons d’abord que les deux valuations augmentées p1 et o
soient égales. Comme pua(¢1) = 71 est strictement plus grand que p(¢1), ¢1 est u-
divisible par ¢2, d’ou I'inégalité deg ¢ < deg ¢1, et par symétrie nous en déduisons
que ¢1 et ¢ ont méme degré d. Soit h = ¢ — ¢, alors degh < d, et nous avons

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005



398 M. VAQUIE

w(h) = pi(h) = inf(y1,72). De plus, de Iégalité ¢o = ¢1 + h, nous déduisons v2 =
p1(p2) = inf(y1, pu(h)), d’ou l'inégalité v2 < 71, et par symétrie 1'égalité v1 = ~o.
Remarquons de plus que l'inégalité pu(h) > v1 > p(é1) entraine que les polynéomes ¢q
et ¢ sont p-équivalents.

Supposons maintenant que les polynoémes ¢ et ¢ sont de méme degré d, soit
h = ¢9 — ¢1, d’ont deg h < d, et nous supposons p(h) > v1 = 2. Soit f un polynéme
de K[z] de degré n et soit m(f) = m = [n/d] le degré du développement de f
selon les puissances de ¢1 (ou de ¢2), c’est-a-dire tel que nous ayons I'égalité f =
fm®T* + -+ fi¢1 + fo, avec deg f; < d pour tout j, et f, # 0. Nous allons montrer
par récurrence sur m(f) que pour tout f dans K[z], nous avons p1(f) = pa(f).

Pour m = 0, ¢’est-a-dire pour deg f < d, nous avons pu1(f) = ua(f) = p(f).

Supposons que nous avons 'égalité pi(g) = pa(g) pour tout polynéme g avec
m(g) < m et soit f avec m(f) = m. Nous pouvons alors écrire la division euclidienne
de f par ¢1, f = pd1+ s, avec deg s < d et m(p) < m, et nous avons I’égalité p1(f) =
inf(,ul(p)—t—yl, u(s)). Nous pouvons aussi écrire f = p(¢p2—h)+s = (p—q)p2+ (s—7),
ou ph = q¢2+7 est la division euclidienne de ph par ¢, et nous avons encore degr < d
et m(q) < m, et I'égalité pz(ph) = inf (u2(q) + 72, u(r)).

Nous trouvons alors u(r) > pa(ph) = pe(p) + n(h) = pa(p) + 71, ot :

(s — 1) = inf (pu(r), p(s)) = inf (u1(p) + 71, () = pa(f).-

De méme, nous déduisons de pa(q) + v2 = pua(ph) > p1(p) + 1 V'inégalité :

p2(p — q) + 72 = inf (pa2(p) + 2, p2(q) +72) = pa(p) + 11 = pa(f).

Par conséquent, nous avons :

pi2(f) = inf (p2(p — q) + 72, (s — 1)) = pa(f),
et par symétrie pa(f) = pu1(f). O

Remarque 1.3. — Soit ¢1 un polynéme de K[z]| qui est un polynéme-clé pour la va-
luation g, alors tout polynéme ¢o unitaire, p-équivalent a ¢; et de méme degré
que ¢ est encore un polynome-clé pour p. Mais les deux valuations augmentées
1 = [p; p1(P1) = 7] et pa = [u; pa(d2) = 7] seront égales si et seulement si nous
choisissons une valeur v vérifiant u(gpe — ¢1) = v > u(d1) = p(g2).

Nous avons un résultat analogue pour les valuations augmentées limites.

Proposition 1.4. — Soit C = (“D‘)aeA une famille admissible continue et soient
et ¢’ deuz polynomes-clés limites pour cette famille, alors les polynémes 1 et ¢’ sont
La-€quivalents pour tout o suffisamment grand. De plus les valuations augmentées
limites p1 = [(ua) s pa(y) = ’y] et py = [(,ua) sy (Y) = 'y’] définies respectivement
par 1 et ' et par les valeurs vy et v' sont égales si et seulement si v = ' et si les
polyndmes v et v’ vérifient pa(t — ) > > ja () = pa(¥).
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Démonstration. — Si 1 et 1)’ sont deux polynémes-clés limites pour la famille C, nous
pouvons écrire 10 = 1) + h avec degh < deg 1) = deg®)’, en particulier il existe aq tel
que fo(h) = fiay(h) pour tout a > ag. S'il existait a > ag avec po(h) = pa(®) <
pa(¢"), alors pour S > « nous aurions pg(h) < pg(¥) et pg(h) < pg(¥’), ce qui est
impossible. Par conséquent nous avons piq(h) > pa(¥) = pa(¥’), c’est-a-dire ¢ et ¢’
sont pe-équivalents, pour tout o = ayg.

L’équivalence entre 1’égalité entre les valuations pp = [(/LQ) () = 'y] et
1y = [(1a); () = '] et les propriétes portant sur les valeurs v et 7 et sur les
polynomes-clés limites v et ¢’ se démontre comme pour la proposition 1.2. O

2. Famille admise de valuations

Nous considérons toujours un corps K muni d’une valuation v et soit L une ex-
tension monogene de K, c’est-a-dire L = K(z) extension transcendante pure ou
L = K(0) = KJ[z]/(G) extension algébrique. Nous allons rappeler comment nous
pouvons associer a toute valuation p sur L qui prolonge la valuation v de K, une
famille admissible de valuations de Klx].

Nous remarquons que dans le cas d’une extension transcendante L = K(z) toute
valuation p de L est déterminée par sa restriction, encore notée u, a 'anneau des
polynémes K|[z], et que dans le cas d’une extension algébrique L = K[z]/(G) toute
valuation p de L est déterminée par une unique pseudo-valuation i de Klz] dont le
socle Pioo = {f € K[z] | u(f) = +oc} est I'idéal premier (G). Nous sommes ainsi
dans les deux cas ramenés a étudier une valuation ou pseudo-valuation p sur K|x]
dont la restriction & K est la valuation v.

Nous notons I',, le groupe des valeurs de la valuation ou de la pseudo-valuation g,
et T, ensemble totalement ordonné défini par I', = I',, U {+00}.

Remarquons aussi que la famille admissible de valuations que nous allons définir a
partir de la valuation p de L dépend du générateur x ou 0 de L sur K.

Une famille admise A de valuations de K[x] associée & une valuation ou & une
pseudo-valuation p, est une famille admissible (y;);cr indexée par un ensemble tota-
lement ordonné I, ou I possede un plus petit élément 1 et éventuellement un plus
grand élément 7, telle que pour tout ¢ appartenant a I, sauf éventuellement pour le
plus grand élément 7 de I quand il existe, p; est une valuation de K|z], et pr est
égale, quand elle existe, & la valuation ou & la pseudo-valuation p. A cette famille de
valuations (u;)ier sont associées une famille de polynémes de K|[x], (@)Z cr» €t une
famille de valeurs dans ’ensemble fu, (%)7 en ou seul y; peut éventuellement prendre
la valeur +o00. Nous posons aussi 0 tel que 0 < 1, c’est-a-dire tel que 0 < 7 pour tout
¢ dans I, et nous notons po la valuation v de K, ainsi pour tout polynéme ¢, de de-
gré 1 et pour toute valeur 71, nous pouvons définir la valuation p1 = [uo; p1(é1) = 1)
sur K[x].
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Nous voulons que cette famille A vérifie les propriétés de « croissance » suivantes :

— croissance 1 : pour tout f dans KJ[z], la famille (“i(f))iel est croissante et
majorée par u(f), c’est-a-dire Vi < j dans I, p; (f) < p(f) < p(f), et s’il existe ¢ < j
dans I avec p;(f) = p;(f), alors Vi’ > i nous avons p;(f) = pr (f) = p(f).

— croissance 2 : la famille de polynomes (‘751)1 cr associée est a degrés croissants,
c’est-a-dire Vi < j dans I, deg ¢; < deg ¢;, et de plus pour tout f dans Klz] avec
deg f < deg ¢; nous avons u;(f) = p(f).

Nous voulons que cette famille converge vers la valuation ou pseudo-valuation g,
c’est-a-dire :

— convergence : pour tout f dans Klz] il existe une valuation p; de la famille, ou
éventuellement une pseudo-valuation pour ¢ = 7, telle que u(f) = p;(f)-

Et enfin nous voulons construire cette famille de valuations par récurrence, c’est-a-
dire obtenir chaque valuation p; de 4 soit comme valuation augmentée associée a une
valuation précédente p;, avec j < i dans I, soit comme valuation augmentée-limite
associée & une famille continue de valuations (u,) de A, avec o < i pour tout a.

Rappelons comment nous construisons cette famille (¢f. [Va]).
Supposons que nous avons trouvé la famille jusqu’a l'ordre 4, c’est-a-dire que nous

avons construit une famille de valuations (,u]-) avec ¢ plus grand élément de J,

jer
vérifiant les propriétés de croissance 1 et de croissance 2.

Si la valuation p; est égale a la valuation p donnée, nous avons fini et la famille
cherchée est la famille (Nj)j e
Sinon, nous considérons ’ensemble non vide suivant :

(i) = {f € Kla] | mi(f) < n(H)}
nous appelons d(p;) le degré minimal d’un élément de 5#(/“), et nous définissons
aussi I’ensemble suivant :

@, (i) ={¢ € Klz] | pi(¢) < p(9), deg ¢ = d(y;) et ¢ unitaire}.

Dans la suite, chaque fois que la valuation ou pseudo-valuation p avec laquelle nous
comparons la valuation u; est donnée de maniere claire et qu’il n’y a aucun risque de
confusion, nous noterons ces ensembles respectivement ®(y1;) et ®(u;).

Tout polynéme ¢ appartenant & ®(p;) est un polynéme-clé pour la valuation pu;
(cf- [McL1] Theorem 8.1, [Va] Théoreme 1.15), et comme v = p(¢) vérifie v > p;(¢),
nous pouvons définir la valuation augmentée ' = [u;; p'(¢) = 7]. En ajoutant cette
valuation ' = ;41 & la famille, nous trouvons bien une nouvelle famille de valuations
de K[z] qui vérifie encore les propriétés de croisance 1 et de croissance 2 et qui est plus
proche que la valuation p; de la valuation p. Mais en procédant ainsi nous risquons
de trouver beaucoup trop de valuations dans la famille, c’est-a-dire des valuations
« inutiles », et surtout nous risquons de ne jamais trouver une famille qui vérifie la
propriété de convergence. Nous allons donc essayer de voir s’il est possible de choisir un
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polynoéme dans ®(u;) qui soit meilleur que les autres. Pour cela nous devons considérer
le sous-ensemble de I';, défini de la maniere suivante :

Api) = {u(9) | 6 € (i)}

Remarque 2.1. — Soit ¢ un polynéme de ®(p;) et soit ' la valuation augmentée
définie par ¢ et v = u(¢), p' = [ui; 1’ (¢) = 7], alors si ¢ est un polynéme unitaire
de degré d(u;) = deg ¢ vérifiant u(v) > p'(v), ¢ appartient & ®(u;) et vérifie p(y) >
w(¢) =~ (cf. [Va] Proposition 1.16).

Lemme 2.2. — Soit ¢ un polynome de ®(u;), et nous supposons qu’il existe un poly-
nome unitaire ¢ de K(z] de degré d(u;) vérifiant p(v) > p(e). Alors i appartient

aussi & ®(u;), et vérifie w() > () = wui(¢), et de plus la valeur p($) appartient
au groupe des valeurs 'y, de la valuation p;.

Démonstration. — Nous pouvons écrire ¢ = ¢ + h avec degh < deg ¢ = d(u;), par
conséquent nous avons I’égalité pu(¢p) = u(h) = pi(h) et p(¢) appartient a I',,.

Nous en déduisons aussi I'inégalité stricte p;(h) > pi(¢), d’ou 'égalité p;(v) =
wi(9), et ¢ appartient & ®(u;). O

Nous rappelons le résultat suivant qui est une conséquence élémentaire des pro-
priétés des valuations augmentées.

Lemme 2.3. — Soient p et ' deuz valuations de K[z] vérifiant u(f) < p/(f) pour
tout f dans K|[z|, soient ¢ appartenant ¢ /(1) et p1 la valuation augmentée définie
par le polynéme-clé ¢ et la valeur v = p'(¢), p1 = [p; p1(¢) = ). Alors pour tout
polynéme f de K[x] nous avons les équivalences :

u(f) <w'(f) = p(f) <m(f) <= ol /.

Corollaire. — Soient p, p' et p” trois valuations de K[x] vérifiant p(f) < p/'(f) et
w(f) < @”’(f) pour tout polynome f de K|[x], alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1) () = @y (p),

ii) @ (p) = @pur(p),

il}) Vo' € D) Vo' € () ¢ ~ ¢,

iv) 3¢/ € B(p) 3" € Bun(n) tels que ¢ ~

L

Nous pouvons maintenant préciser comment nous construisons la famille admis-
sible A, et ainsi préciser aussi la forme de cette famille.

La famille cherchée A = (u;)icr est une famille admissible, c’est-a-dire est obte-
nue comme réunion d’une famille dénombrable de sous-familles admissibles simples,
A= UjGJS(j), avec J = {1,..., N} ou J = N*. Chaque famille admissible simple
8@ sauf éventuellement la dernicre si Pensemble J est fini, est réunion d’une par-
tie discréte finie et d’une partie continue, c’est-a-dire nous pouvons écrire S =
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(u?), e HUSLJJ); (/Lg))aemj)) = ((.ul(]))leL(a); (F‘g))aeA(j))’ ou L) = {L,...,n;}. La
derniére famille S, quand elle existe, est soit de la forme précédente, soit discréte
de la forme S = (“l(N))leL(NW avec L) fini ou infini.

Définissons d’abord la premiére famille admissible simple S = S, sa partie dis-
créte est construite par récurrence de la maniere suivante. (Pour alléger les notations,

nous allons écrire dans la suite p;, ¢; et v; a la place respectivement de ,LL(-l), ¢>§1)

i
et %(1)).

Supposons que nous avons défini la valuation p; comme valuation augmentée p; =
[ti—1; 1i(di) = 7], et que nous avons Pégalité p;(f) = p(f) pour tout polynéme f
de K[z] avec deg f < deg¢;. Nous considérons le sous-ensemble A(y;) de I', défini
précédemment, et nous avons deux cas a considérer.

Si I’ensemble A(p;) a un plus grand élément +;41, nous choisissons ¢;11 dans ®(1;)
avec ((dit+1) = Vit1, et nous construisons la valuation augmentée ;41 par

pivr = (i piv1(Pir1) = Viya]-

Alors nous avons trouvé une nouvelle valuation de la famille discrete et le polynome-
clé i1 vérifie deg i1 = d(pi) > degds = d(pi—1). Il reste a vérifier que pour
tout polyndme f de K[z] avec deg f < deg¢it1, nous avons p,+1(f) = u(f), c’est
évident pour f de degré d < deg ¢;+1 = d(u;) et pour f de degré d = deg p;+1 c’est
une conséquence du choix de 7,41 et de la remarque 2.1. Remarquons enfin que le
polynéme ¢;41 ainsi obtenu vérifie par construction deg ;11 = d(p;) et que nous
avons d(p;) < d(fit+1)-

Silensemble A(u;) n’a pas de plus grand élément, alors nous choisissons un élément
¢pir1 de ®(u;) et nous définissons encore la valuation augmentée ;11 par pp1 =
(i 5 pig1(@ir1) = Yig1], o1 yip1 = p(pit1), et nous avons encore deg g1 > deg ;.
La valuation p;41 est alors la derniere valuation de la partie discrete de la famille
S,

Pour commencer la récurrence, nous considérons la valuation p) définie par pf (f) =
inf(v(a;) + j71,0 < j < m) pour tout polynéme f = ap,z™ + - + a1z + a¢ dans
K|[z], c’est-a-dire la valuation notée pf = [po; ph(@d)) = 1], avec po = v, ¢) = x et
V1 = u(dh)-

Nous définissons comme précédemment V'entier d(p}), et si nous avons d(pj) > 1,
alors nous posons ¢1 = ¢} = z, 1 = 7] = p(x) et la premieére valuation pq de la
famille admissible S() est la valuation

p1 = [po; pi(ér) =1l

Si nous avons 1'égalité d(p}) = 1, alors il faut considérer I’ensemble A(u)), si cet
ensemble a un plus grand élément ~y;, nous choisissons ¢ dans ® () vérifiant pu(¢p,) =
~v1. Nous avons alors ¢ qui vérifie degp; = 1, et la valuation augmentée p; =
[); p1(é1) = 1], qui est aussi égale & la valuation [uo; p1(¢1) = 71], est la premiere
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valuation de la famille admissible S(). De plus, comme précédemment, nous vérifions
que nous avons d(uq) > 1.

Si nous avons d(u}) = 1 et si Pensemble A(p}) n’a pas de plus grand élément, alors
nous posons encore ¢ = ¢y = z, 1 = v, = p(z) et la partie discréte de la famille
admissible S() ne contient que la valuation p1 = [0 ; p1(é1) = 1]

Remarque 2.4. — Nous cherchons le plus grand élément ;1 de A(y;) dans T,,. Si
ce plus grand élément est égal a +oo, alors nous sommes dans le cas d’une pseudo-
valuation p et le polyndme unitaire ¢;1 de plus bas degré vérifiant pu(¢p;+1) = +00 est
le générateur unitaire G du socle Py, c’est-a-dire le polynome irréductible unitaire
tel que lextension algébrique L soit égale & K[z]/(G), et la pseudo-valuation p est la
pseudo-valuation ;11 = [p; ; pit1(G) = +o0].

Nous avons ainsi obtenu une famille admissible discrete finie (u;)1<i<n de valuations
augmentées, avec n > 1, associée a la famille de polynomes-clés (qﬁl) , vérifiant
1=deg¢) < degga < --- < degey,. Il y a alors trois cas a considérer.

Soit nous pouvons continuer la méme construction indéfiniment, c’est-a-dire que
pour tout entier 4, 'ensemble A(;) posseéde un plus grand élément dans I'ensemble T',.
Nous construisons ainsi une suite infinie de valuations augmentées, c’est-a-dire que

la famille admissible simple S® est une famille discréte infinie, SU) = (ul)

1<ign

ieL(1)
avec LW = N*. Comme la suite (deg ¢i)ieL(1) est strictement croissante, pour tout

polynéme f de K|[z] il existe un indice i tel que p;(f) = p(f), et la famille admise
cherchée A est égale & SV, Dans ce cas pour tout i, 4; appartient au groupe des
valeurs I';,, et p est une valuation.

Soit il existe un entier n tel que 'ensemble 5([@) soit vide, c’est-a-dire tel que
la valuation pu, soit égale a la valuation ou a la pseudo-valuation p. Dans ce cas
la famille admissible simple S(!) est discrete finie, SV = {uy,..., un} et la famille
admise cherchée A est encore égale a S™).

Soit il existe un entier n tel que 'ensemble A(p,—1) n’a pas de plus grand élément,
c’est le cas que nous allons étudier maintenant.

Choisissons comme précédemment un élément quelconque ¢, de ®(un,—1), avec
w(én) = Yn, et nous considérons le sous-ensemble A’ de A(py,—1) défini par

N ={yeT,|v=u(9) avec ¢ € ®(un_1) et v >y, }.

Nous indexons I’ensemble A’ par un ensemble totalement ordonné AW c’est-a-dire
nous posons A’ = {7, | @« € AN}, avec a < § si et seulement si v, < 73, et pour
tout o dans A, nous choisissons un polynéme ¢, dans D(pn—1) tel que u(pa) = Ya-
Nous définissons la valuation augmentée i, par

Ho = [.Un§ ,uoz(d)a) = 'Va]'

Nous pouvons aussi remarquer que pour tout 5 < «, ¢, est un polynéme-clé pour
la valuation pg et nous avons encore g = [(18; fa(Pa) = Vo] (¢f. [Va] paragraphe
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1.3). La partie continue de la famille admissible simple S() est alors la famille des
valuations (,ua)aeA(l).
De maniere similaire a ce que nous venons de faire, nous considérons le sous-

ensemble ®(AMW) de K[z] défini par :
®(AD) = {f € K[a] | palf) < p(f) Yo € AV},

Remarque 2.5. — Cet ensemble dépend en fait uniquement de la famille continue
(”“)aeml) (cf. [Va] Proposition 1.23) et peut étre aussi défini par :

(A = {f € K[a] | pa(f) < ps(f) Ya < e AV},

Si cet ensemble 5(/1(1)) est vide, alors la famille admise cherchée A est la famille
admissible simple S = (,ul, c s i () gea )s en effet pour tout polynéme f de
K|[z], il existe une valuation p; de la famille S() telle que j;(f) = u(f), en particulier
nous voyons que cela ne peut arriver que dans le cas ou p est une valuation, et la
valuation p est notée p401).

Si la famille admissible simple S = S ne détermine pas le prolongement i, c’est-
a-dire si 'ensemble &)(A(l)) est non vide, nous allons construire une deuxieme famille
admissible simple S,

Soit d® = d(AM) le degré minimal d’'un polynéme de ®(AM) et comme précé-
demment nous définissons un nouveau sous-ensemble ®(A(1)) de K|[z] par :

(AW = ={¢ € K[2] | pa(0) < pp(¢) Va < B € AW degp = d? et ¢ unitaire}.

Tout polynéme ¢ appartenant & ®(A) est un polyndme-clé limite pour la famille

continue admissible C = (Mo‘)aeA(l) et vérifie pq(¢p) < p(p) = ~ pour tout «, nous

pouvons alors définir la valuation augmentée limite p’' = [(,ua)aeA(l) ;1 () =]
Nous définissons encore le sous-ensemble A(A™M)) de T, par

AAD) = {u(@) | ¢ € 2(AM)},

et comme précédemment nous devons différencier les cas suivant si A(A™M) a ou n’a

pas de plus grand élément dans Fu

(2 ), nous choisissons un polynoéme gng) dans

B(AM) avec ,u(gzbg )) = 52) et la premiere valuation ,ug ) de la partie discrete de la

famille simple S® est la valuation augmentée limite

17 = (o) penw 12 (0) =

Nous ()
ous pouvons avoir 7y

Si A(AM) a un plus grand élément ,

.

= +00, dans ce cas p est une pseudo-valuation et nous choi-

sissons ¢(2> = @G, ou G est le générateur unitaire du socle P1 de p, et la valuation

(2)

augmentée limite ;1 est une pseudo-valuation égale a p. La famille admissible cher-

chée A est obtenue comme réunion de la famille simple S et de la famille simple

8@ constituée de 'unique pseudo-valuation u( ).
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. 2 . .
Si nous avons fyi ) < ~+00, alors nous pouvons procéder comme pour la famille

simple M, en particulier la partie discréte de la famille admissible simple S
contient au moins une autre valuation, et la famille simple S®) est constituée de
cette partie discrete et éventuellement d’une partie continue (,u((f))a CA®)-

Si A(A(l)) n’a pas de plus grand élément, nous choisissons une valeur quelconque
7%2) dans A(AM) et un polynome qb(12) de ®(AM) avec ,u(gng)) = ’y{z), et comme
précédemment nous définissons la premiere valuation u§2) de la partie discréte de S
comme la valuation augmentée limite

17 = [(ta) e s 157 (07) = 1]

Alors la partie discréte de S(?) est réduite a la seule valuation u(12) et dans ce cas la

(2

famille simple S comprend aussi une partie continue (/La ) définie a partir des

) acA2)
valuations associées aux valeurs 7, dans A(A(l)) avec Yo > 7{2) et aux polynomes ¢,

de ®(AM) vérifiant 11(da) = Ya-

Nous construisons par récurrence une famille admissible de valuations constituée
par la réunion de ¢ familles admissibles simples A’ = S U ---US® | pour tout j,
1< j<t—1,lafamille SU) est de la forme ((/Ll(]))leL(]); (p&”)aem), avec L) fini,
et les polynomes-clés ou polyndmes-clés limites associées vérifient :

1 =deg ¢§1) < --- < deg ¢£L11) = deg qﬁ&l) < deg ¢§2) < e

(*) _ _
co < deg ol ) = degpll ) < degol) < -+
Le processus s’arréte si la famille simple S®) est une famille discréte infinie, c’est-

a-dire S® = (“l(t))leLm avec L") infini, ou si la famille simple S® est une famille
(t)

discréte finie, S® = (ugt), ey qu} ), dont le dernier élément pu,,, est égal & la valuation
ou & la pseudo valuation p, ou enfin si la famille simple S® est une famille discréte
infinie, S® = ((/il(t))leum (Ng))aeAm), telle que pour tout f dans K|[z] il existe «
dans A®) avec ,u(at)(f) = u(f), cest-a-dire si g = pr ).

Sinon, nous pouvons trouver un polynéme-clé limite pour la famille (ug ))ae A
et définir une nouvelle famille simple S¢+1),

La famille admissible cherchée A est ainsi obtenue, soit comme réunion d’un nombre
fini de familles simples si le processus s’arréte pour un entier IV, soit comme réunion
infinie de familles simples, et dans ce cas nous déduisons des inégalités (x) sur les
degrés des polynomes-clés que pour tout polynéme f de K[z] il existe une valuation

1) de la famille A telle que 17 (f) = u(f).

Définition. — Nous appelons la famille admissible A ainsi obtenue la famille admise
associée a la valuation ou a la pseudo-valuation p, et nous la notons A(u).
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Remarque 2.6. — La valuation ou la pseudo-valuation g appartient a la famille
A(p) = (u4)ier si la famille admise A(u) est complete, dans ce cas nous avons u = ur
ou 7 est le plus grand élément de 1.

C’est le cas si la famille A(p) est réunion d’un nombre fini de familles simples avec
la derniére famille S®Y) discréte finie, en particulier si p est une pseudo-valuation.

Remarque 2.7. — Nous pouvons préciser la condition de croissance 2.

Soit SUW) = (,ugj), . ,uﬁf‘j); (ME{'))QGA(”) une famille admissible simple, avec la fa-
mille de polynémes-clés associée (¢§j), ceey d)ﬁljj); ( &j))aeA(j>), alors :

— pour 1 <! < nj —1, pour tout polynéme f de Klz] avec deg f < deg ¢
avons égalité ,ul(j)(f) = u(f),

~ pour b =n; oub=a € AW, il existe un polynéme (unitaire) ¢ dans K[z] de
degré d = deg qb%) = deg o, avee I'inégalité stricte u[()j)((b) < (o).

l(J ), nous

Nous avons construit une famille admissible A a partir de la valuation ou pseudo-
valuation p, mais cette famille n’est pas vraiment unique. Pour pouvoir comparer
les différentes familles que nous pouvons obtenir, nous avons besoin des définitions
suivantes.

Définition. — Soit A un ensemble totalement ordonné sans élément maximal, alors
une partie B C A est dite cofinale dans A si elle vérifie :

YVae AdpB e B telque a<p.

Soit C = (,ua)a ¢4 un famille admissible continue de valuations de Kf[z] et soit B
une partie cofinale de A, alors la famille continue B = (,ua)a cB obtenue par restriction
est apelée une sous-famille cofinale de C.

Remarque 2.8. — Si nous supposons que la famille C = (,ua)a ca St exhaustive, c’est-
a-dire que l'ensemble des valeurs {7, | @ € A} est un intervalle du groupe des va-
leurs I', alors pour que la sous-famille cofinale (ua)ae p soit elle aussi exhaustive il
faut que B soit un intervalle cofinal de A, c¢’est-a-dire vérifie :

VoeB, Vae A, az>pf= a€B.

Nous définissons alors une relation d’équivalence entre deux familles admissibles
simples continues de valuations de K[z] de la maniére suivante.

Définition. — Soient C = (,ua)aeA et C' = (“la’)oueA' deux familles admissibles
simples continues de valuations de K[z], nous disons que C et C’' sont asymptoti-
quement équivalentes ou coincident asymptotiquement s’il existe deux sous-familles
cofinales B et B’ respectivement de C et C’ qui sont isomorphes.

C’est équivalent & dire qu'il existe des parties cofinales B et B’ repectivement
dans A et A’, et un isomorphisme d’ensembles ordonnés ¢ de B dans B’ tel que pour
tout B dans B les valuations ug et ,ufp ®) soient égales.
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Nous pouvons définir maintenant des relations d’équivalences pour les familles ad-
missibles simples, puis pour les familles admissibles de valuations de K[z].

Définition. — Deux familles admissibles simples S et S’ de valuations de K[z], consti-
tuées respectivement des sous-familles discretes D et D’ et des sous-familles continues
C et C’, sont dites équivalentes dans les cas suivants :

— si les sous-familles continues sont vides, c’est en particulier le cas si les sous-
familles discrétes sont infinies, quand S = &'

— si les sous-familles continues sont non vides, quand les familles discretes D =
(ti)igign €t D' = (u§)1<i<n, coincident jusqu’a I’avant-derniere valuation, c’est-a-
dire quand n = n’ et y; — i pour tout 4, 1 < i < n — 1, et quand les sous-familles
continues C et C’ coincident asymptotiquement.

Définition. — Deux familles admissibles A et A’ de valuations de K [x], respectivement
réunion des familles admissibles simples S| j € J, et S’U), j € J’, sont équivalentes
si J = J et si pour tout j € J les familles admissibles simples S et S') sont
équivalentes.

Proposition 2.9. — Soit 1 un prolongement de la valuation v de K a une extension
monogéne L de K, alors si A" et A" sont deux familles admises associées & p, les
familles admissibles A’ et A" sont équivalentes.

Démonstration. — Nous pouvons remarquer que la valuation augmentée p;4q défi-
nie a partir de la valuation p; dépend essentiellement de la valeur 7;41, et non du
polynéme-clé ¢; . Plus précisément, si ¢}, et ¢ ; sont deux polynémes apparte-
nant & ®(u;) vérifiant égalité pu(¢j, 1) = (97, 1) =7, nous avons I'inégalité

Mi(éb;/-s-l - ¢§+1) = ,U(ng-p-l - ¢;+1) = inf(l¢(¢;+1)vﬂ(¢;/-s-1)) =7-

Nous déduisons alors de la proposition 1.2 que les valuations augmentées 41 =

(15 piga (Digr) =71 et iy = [pas pi'y 1 (741) = 7] sont égales. » _
Supposons que nous avons deux sous-familles admissibles simples S'() et S"(9)
respectivement de A’ et A” dont les premieres valuations p’ §J ) et ,u”g] ) sont égales.

Alors nous déduisons par récurrence de ce qui précede que les sous-familles discretes
D/(j) — (M/gj)) et D//(j) _ ( //5]))1<i<n

luation. Supposons que les polynémes-clés ¢’ ,(f ) et @ ,(f ) que nous avons choisis vérifient
(') = 4/D <479 = 1 (379)) alors Iensemble A(n”)) = {4 | a € A"} est in-

n

. coincident jusqu’a l'avant-derniere va-
1<i<n

clus dans Iensemble A(p') = {7/, | a € A’}, et nous pouvons considérer 'ensemble

A” comme le sous-ensemble de A’ formé des indices o avec o > g oll g est défini

par v, = 7“53'), et nous avons v, = v~ pour tout « dans A”. Les valuations ,u/‘(j) et

u”’ ((lj) sont encore égales pour a dans A”, par conséquent la famille continue () est
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une sous-famille cofinale de la famille continue C’'), et les deux sous-familles conti-
nues €' et € coincident asymptotiquement. Nous en déduisons que les familles
admissibles simples ') et ") sont équivalentes.

Il reste & vérifier que si les sous-familles admissibles simples S’ et ") sont
équivalentes, les deux premieres valuations ,u’gj D e 9 1 des sous-familles S'+1)
et S"UTD sont égales. Par construction les valuations gj'H) et ,u”gjﬂ) sont des
valuations augmentées limites associées & des familles continues C') et C"9) qui
coincident asymptotiquement, par conséquent leur égalité est une conséquence de la
proposition 1.4 et du fait que pour définir la valuation augmentée limite associée a
une famille continue (“Q)a cA il suffit de considérer les valuations p, pour a aussi
grand que l'on veut. O

Remarque 2.10. — Le choix de ; comme élément maximal de 1’ensemble A(p;—1),
quand cet élément existe, c’est-a-dire dans la partie discrete de la famille simple, nous
impose de maniere unique la valuation p; & partir de la valuation précédente yu;—1. Si
nous avions fait un autre choix nous aurions fait apparaitre des valuations augmentées
supplémentaires, qui ne sont pas nécessaires (¢f. [McL1] Lemma 15.1, [Va] Corollaire
a la Proposition 1.8).

Par contre nous ne pouvons pas choisir de maniére unique la derniére valuation de la
partie discrete, que nous pouvons considérer aussi comme la premiere valuation de la
partie continue, mais cela n’a aucune importance car c’est ce qui se passe « a I'infini »
qui est important. De méme, dans la construction que nous avons faite, nous avons
toujours choisi des familles simples dont la partie continue est exhaustive, mais cela
n’est pas nécessaire pour définir la valuation augmentée limite, et ainsi déterminer
la famille admise. Mais si nous voulons avoir une version agréable du théoreme de
factorisation nous avons besoin de supposer que la partie continue est exhaustive.

Par conséquent, méme si nous ne pouvons pas parler en général de la famille admise
associée a une valuation ou pseudo-valuation p, c’est uniquement possible quand la
famille admise est réduite & une famille admissible simple discrete, nous pouvons
définir de maniere unique une classe d’équivalence de familles admissibles. Par abus
de terminologie, nous continuerons quand méme, quand cela ne présentera aucun
risque de confusion, de parler de la famille admise A(u) associée a p. De méme nous
continuerons & parler de la famille des polynomes-clés (¢i)iel et de la famille des
valeurs (%)iel associées a la famille admise A(p) = (14 )ier-

En particulier si nous définissons des propriétés ou associons des invariants a une
famille admissible .4 qui ne dépendent que de la classe d’équivalence de la famille, nous
pourrons définir ces propriétés ou ces invariants pour la famille admise A4(u). Nous
pourrons alors définir ces propriétés ou ces invariants pour la valuation ou pseudo-
valuation p sur K[z], mais il se peut que ces propriétés ou ces invariants dépendent
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du générateur x choisi et ne soient pas liés intrinsequement au prolongement de v a
Iextension L de K.

Parmi ces propriétés nous avons déja vu la propriété d’étre compléte ou ouverte
pour la famille admise A(r). En effet cette propriété ne dépend que de la classe
d’équivalence de la famille admissible.

Soit A une famille admissible de valuations de K|x], et nous supposons que nous
pouvons écrire comme réunion des familles simples S,

A= SV,

jeJ

ol chaque famille simple S est elle-méme de la forme

SUW = ((Nl(j))lgL(j)§ (ngj))aeA(j))-

Nous pouvons alors définir les nombres suivants.

Définition. — L’ordre N = ord A de la famille A est le nombre de familles admissibles
simples S composants la famille A.

Le degré d = deg A de la famille A est le degré maximal d’un polynéme ¢; appar-
tenant & la famille des polynomes-clés associée a A.

La longueur A = lg.A de la famille A est la réunion des longueurs des parties
discrétes des familles admissibles simples S,

Les nombres N, d et A appartiennent tous a N* U {+oo}. L’ordre N est égal au
cardinal de ’ensemble J si celui-ci est fini; le degré d et la longueur A sont finis si et
seulement si la famille A est d’ordre fini NV et si la derniére famille admissible simple
SW) nest pas discréte infine, dans ce cas le degré est égal & deg ¢£ZX,’, le degré du
dernier polynoéme de la partie discrete de SW) et la longueur est égale ani+- - -+ny,
ou n; est la longueur de la partie discrete de S @),

Si A et A’ sont deux familles admissibles équivalentes, elles ont méme ordre N,
méme degré d et méme longueur \. Par conséquent nous pouvons parler de l'ordre,
du degré et de la longueur de la famille admise A(p) associée a une valuation p.

Nous pouvons définir ainsi I’ordre, le degré et la longueur de la valuation ou pseudo-
valuation p, ces nombres ne dépendent pas uniquement de la valuation p sur 'exten-
sion L de K, mais aussi du générateur x choisi.

L’ordre N mesure d’une certaine maniere la complexité de la famille admise asso-
ciée a une valuation p, c’est-a-dire le nombre de fois ot nous ne pouvons pas nous
contenter de faire une récurrence simple pour construire la famille A(u), et ou il
est nécessaire d’introduire des valuations augmentées limites. En particulier dans le
cas des valuations discrétes de rang un, ce qui était le cas étudié originellement par
MacLane (cf. [McL1] et [McL2]), nous pouvons nous passer de cette derniére notion.
Plus précisément nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.11. — Si la valuation v de K est discréte de rang un, alors la famille
admise associée a tout prolongement p de v a l'extension L de K est d’ordre N < 2.
Si L est lextension transcendante L = K(x), Uordre est toujours égal a 1, et la
famille admise A(p) est une famille admissible simple.
Si L est une extension algébrique, c’est-a-dire dans le cas ou p est une pseudo-
valuation de K[z], lordre peut éventuellement prendre la valeur 2, dans ce cas la
famille admise A(p) est de la forme A(p) = SM USP et la deuziéme famille simple

est réduite a un seul terme, S = {,u@} avec u?) = L.

Démonstration. — Nous construisons la partie discrete de la premiere famille simple
S = (ul, R ui) par récurrence, et nous remarquons d’abord que si la valeur ~;
n’appartient pas a I',,,_, ®z Q, alors le processus de construction ne peut continuer
et nous avons [ = p;.

Supposons que nous avons u; # p, alors 7; appartient & I'), ®z Q, par conséquent
le groupe des ordres I';,, est discret de rang un. Nous considérons 'ensemble A(y;),
s’ll possede un plus grand élément nous pouvons continuer le processus de récurrence
qui nous donne une famille admissible discréte. Supposons que cet ensemble n’a pas
de plus grand élément, alors nous déduisons du lemme 2.2 que c’est un sous-ensemble
de I'ensemble discret I',,,, par conséquent qu’il n’est pas borné. Nous choisissons une

suite infinie strictement croissante (’yl) dans A(p;), et pour tout I > i + 1 nous

I>i4+1
choisissons un polynéme ¢; dans q)(ui)/v;’rriﬁant wu(¢r) = i et nous construisons la
valuation augmentée p; = [p;; pi(¢i) = vi). Alors pour tout polynome f de Klz], la
suite p;(f)est une suite croissante dans I',;. Si i est une valuation, cette suite devient
stationnaire & un certain cran, par conséquent la famille de valuation (uj)j>1 est la
famille admise associée a la valuation p.

Si p est une pseudo-valuation, un polynéme f vérifie p;(f) < p(f) si et seulement
si u(f) = +oo, par conséquent le polynéme unitaire G qui engendre le socle de la
pseudo-valuation est le polynome-clé limite de la famille simple continue (/u) I>it1
et la famille admise associée a la pseudo-valuation p est constituée de la réunion de
la partie admissible simple S(") = (Hj)j>1 et de la famille S©) constituée seulement

de (). |

Rappelons que 'algebre graduée gr, R associée a une valuation sur un anneau R
est définie par
gr, R = @VGFH'PA,/PA?,
ot P, et P sont définis respectivement par
Py={zeR|ux) 2~} et Py ={reR]|p)>n}

A tout élément x de R nous pouvons associer sa forme initiale H, () dans gr, R, qui
est un élément homogene de degré v = u(x).

Alors lalgebre graduée gr, K [z] associée a la valuation, ou pseudo-valuation,
sur K[z] est une algebre sur 'algébre gradué gr, K, et la longueur A de la famille
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admise A(p) associée & p donne une information sur le nombre de générateurs de
gr, Kz] sur gr, K. En effet nous déduisons de la proposition 1.14 et du théoréme 1.26
de [Va] le résultat suivant.

Proposition 2.12. — Si la famille admise A(p) associée a un prolongement p de v a
K{z] est compléte, de longueur finie A, lalgébre graduée gr,K|[z] est engendrée par
les X éléments homogénes HH(¢§J)), avec 1 <j< N etl<i<ny.

Remarque 2.13. — Dans le cas d’une famille admise compleéte A(p), la longueur A
de la famille nous donne une borne supérieure du nombre minimal de générateurs
de lalgebre graduée gr, K [z] sur Palgebre gr, K, nous pouvons nous demander dans
quels cas la longueur est exactement le nombre minimal de générateurs.

Si la famille admise A(u) est de longueur finie et ouverte, c’est le cas quand A(u)
est d’ordre fini N avec la derniére famille admissible simple SV) non discréte, il n’est
pas possible de déduire des résultats de [Va] si 'algebre gr,K[z] est de type fini sur
l’algebre gr, K.

Nous pouvons enfin remarquer que si la famille admise .A(u) associée a p est com-
plete, alors le degré d de la famille est égal au degré du dernier polynéme QS%JIVV) de la
famille des polynomes-clés associée & A(u). En particulier si p est la pseudo-valuation
associée a un prolongement de la valuation v de K a une extension algébrique L de K
définie par L = K|[z]/(G), ce dernier polynéme est toujours égal & G, et le degré de
la famille est égal au degré de lextension, d = [L : K].

Si nous nous fixons une valuation v d’un corps K, nous pouvons définir ’ensemble
F(K|z],v) des classes d’équivalence de familles admissibles A pour la valuation v et
I'ensemble £(K[z], v) des valuations ou pseudo-valuations p de K [z] dont la restriction
a K est égale & v. Grace aux théoremes 2.4 et 2.5 de [Va] et a la proposition 2.9,
nous pouvons considérer £(K [z],v) comme le sous-ensemble de F(K[z],v) formé des
classes d’équivalence de familles admises associées a une valuation ou a une pseudo-
valuation. Dans la suite nous parlerons de F(K[z],v) comme I’ensemble des familles
admissibles et omettrons « classes d’équivalence ».

Toute famille admissible A = (u;);cr de valuations de K[z] n’est pas une famille
admise associée a une valuation ou pseudo-valuation u, c’est-a-dire n’appartient pas
a E(K[x],v). Si la famille A est compléte, c’est-a-dire si I possede un plus grand élé-
ment z, alors A est la famille admise associée a la valuation ou pseudo-valuation pg.
Si la famille A est de degré infini, c’est-a-dire soit A est d’ordre infini soit A est
d’ordre fini et la derniere famille simple SW) est discréte infinie, la famille A est
associée & la valuation p définie par p(f) = sup(ui(f),i € I). Si la famille A
est ouverte d’ordre fini N, c’est-a-dire avec la dernieére famille simple de la forme
SWV) — (M(lN), ... ,;LSX,); (u&N))aeA(m), la famille A est associé & une valuation p si et
seulement si I’ensemble EI;(A(N )) est vide; dans ce cas la valuation u est la valuation
[tav). Par contre si la famille A est ouverte d’ordre fini tel que I'ensemble ®(AMN))
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est non vide, la famille A n’est pas une famille admise associée & une valuation ap-
partenant & £(K[z],v). Nous disons que A est une famille admissible non-admise.

Remarque 2.14. — Dans le cas ou la famille A est non-admise, si pour tout polynome f
de Klx], sup(,ugN)(fLa € AWN)) existe dans T et si nous posons fiye, = sup(,ugN)),
alors la valuation 4. est une valuation augmentée limite et la famille admise associée
est la famille A(ft400) = SM U---USM USHHY avee S+ = (1N ) = (1, o0)
(cf. [Va] Proposition 1.28). C’est le cas si 'ensemble A = {W&N), a € AN} admet une
borne supérieure 7 appartenant & I', g U {400} (¢f. [Va] Proposition 1.20). Pour tout
polynoéme ¢ appartenant a <I)(A(N )), la valuation ugNH) est la valuation augmentée
limite associée & ¢ et a la valeur vyoo = fi4o0(¢p), nous déduisons de la proposition
1.4 que la valeur 74 est indépendante du polynéme ¢ choisi dans ®(AMN)) (en fait
nous pouvons déduire du théoreme 3.7 que sous certaine hypothese supplémentaire
Voo = M7 avec m = deg ¢/ deg (b((lN)) et que I'ensemble ®(AMN)) est de la forme :

B(AN)) = {=¢+h|heK[z] avec degh < degd et fiioo(h) = Yoo}

Nous définissons une relation d’ordre partiel sur les ensembles F(K[x],v) et
E(K|x],v) de la maniére suivante.

Définition
i) Soient A et A’ deux familles admissibles de F(K|[z],v), nous disons que A" est
induite par A si et seulement si pour toute famille admissible A{, appartenant a la

classe d’équivalence A’ il existe une famille admissible 4y appartenant & la classe
d’équivalence A telle que Aj est incluse dans Ag. Nous notons :

A < A

ii) Soient u' et p deux valuations ou pseudo-valuations appartenant a £(K|[z],v),
nous disons que ' est induite par u si et seulement si la famille admise A(u') associée
a p' est induite par la famille admise A(u) associée a p. Nous notons :

W .

Soient p’ et p deux valuations ou pseudo-valuations appartenant a £(K|x],v),
et solent A" = (ul)yer et A = (ui)ier des familles admissibles associées respec-
tivement & p’ et u, nous écrivons chacune de ces familles comme réunion de fa-
milles admissibles simples, A" = ¢, S'0) et A = Ujes S et chacune des fa-
milles admissibles simples sous la forme S'() = ((M;(j))ieL/(j) ; (M/csﬁ)aeA,(,)) et SU) =

((ugj))ieL(j>; (u((lj))aeA(j>)7 avec A'0) et AU) éventuellement vides pour les dernicres
familles simples. Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 2.15. — La valuation p' est induite par v si et seulement si nous sommes
dans la situation suivante :
1) J cJ,
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2) pour tout j dans J', sauf éventuellement pour j = N' le plus grand élément
de J' quand il existe, les familles admissibles simples S’ et SO sont équivalentes,
3) si J' a un plus grand élément N’ :
— soit '™ ¢ LN et SN est la sous-famille discréte finie de SN
définie par SN = (MZ(NI))ZGL'(N’) ;
— soit ') = [(N) = {1,...,nn"}, ,u,:-(N/) = /L,EN/)
iEfVV,') appartient a (u,(fxl,); (ugNl))aeAm/)), et AN =g -
— soit L'V = L) ¢t [es familles simples SN et SN sont équivalentes,
J =Jety =p.

pourl <t < ny —1 et

Démonstration. — Remarquons avant tout que si ' # p, alors ¢/ ne peut pas étre
une pseudo-valuation et doit étre de degré fini, de plus si la famille admise A’ est
complete la valuation p/ appartient & la famille A. Dans tous les cas, pour tout f
dans K|[z] il existe une valuation p; de la famille admise A telle que p/(f) = pi(f),
par conséquent nous avons toujours u'(f) < p(f).

Rappelons que pour deux valuations u; et p de Kz] vérifiant u;(f) < p(f) pour
tout f dans K|[z], nous notons 5#(;12-) ={f e Klz] | pa(f) < p(f)}, et ®u(ps) le
sous-ensemble de <T>u(,ui) constitué des polynémes de degré minimal. Alors si A =
(14:)icr est une famille admissible de valuations associée & une valuation ou pseudo-
valuation 1, pour tout i < j dans I, les ensembles ®(y;) = iu(ui) et EIVDM (u;) sont
égaux. Considérons maintenant une valuation pf, de la famille A’ et soit p; la valuation
de A telle que pf, = p;, alors si uf, # p1' les ensembles &)(,u;,) et %(ui), ainsi que les
ensembles ®(p, ) et ®(p;), sont égaux. En effet, comme p, # p/, il existe k' € I’ avec
k' > 1 et il existe aussi k € I tel que pup = py et k vérifie aussi k > 4.

Supposons que nous avons montré que les familles admises A’ et A coincident,
a équivalence pres, jusqu’a la valuation u; = p;, et supposons que cette valuation
est dans la partie discréete d’une famille simple, c’est-a-dire p} = ;L;(j ) et i = ,LLl(j )
avec [ appartenant & la fois & L'0) et & LU). Nous supposons que la valuation wh
n’est pas la valuation ', alors il existe des valuations pf,, et p;41 et nous avons
Mip1 < prigqy < ' < pe Bt d’apres ce qui précede les ensembles '5(,11;) et ®(y;) sont
égaux, et il en est de méme des ensembles ®(u}) et ®(u;). Nous déduisons alors de
la remarque 2.7 que [ est le dernier élément de L') si et seulement si [ est aussi le
dernier élément de L),

a) Nous supposons d’abord que [ n’est pas le dernier élément de L’ @) ou de L),
alors nous pouvons définir les valuations p; , = ,u;(ﬁ et pir1 = /Ll(j_)l, et nous
supposons aussi que [+1 n7est pas‘le dernier élémem de LY. Alors nous avons
mH (G < u(@r5)) < mofh) = w9, car (o) = sup{u(s) | & € D(u)},
par conséquent nous en déduisons ug(ﬁ < ,ul(i)l, d’ou I'égalité ,u;(ﬂ = ul(i)l. Alors nous
savons aussi que [ 4+ 1 n’est pas le dernier élément de L'9 et nous pouvons continuer
la récurrence.
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b) Nous supposons encore que [ n’est pas le dernier élément de L’ @) ou de L),
mais que [ + 1 est le dernier élément de LU, c’est-d-dire que la famille simple
S est de la forme (pgj),...,ul(i)l,(ug Jaca)- Si nous avons encore 'inégalité

;(ﬁ(d)z(ﬁ) < u}fl(¢§fl) nous déduisons comme précédemment que les valuations
1(5)

u;(ﬂ et ,uEJr)l sont égales, sinon nous avons u(qﬁl(])) > M,H((b;(ﬁ) > N(¢l(]+)1)

le polynome gbl(J) appartient a la famille ( S’)aeAm Supposons que fi;; ')

pas la valuation p’, alors comme précédemment, nous déduisons de la remarque 2.7

(4) l(j)l
+
doit aussi étre le dernier élément de L', et la famille simple S’ est de la forme
1(4) "3). ¢,
( PR ::U'l+17 (NCY )aeA/(J))
Par conséquent, quitte & remplacer la famille S&@) par une famille équivalente, nous

ne soit

que si la valuation y,7; est égale a la valuation p;7; ou a une valuation ,u(J )1 +1

pouvons supposer ,ulii = ,ul( +>1, c’est-d-dire que les familles S et &) ont méme
partie discrete et les parties continues (ua)a cat €t (,ua )a, cary sont caractérisées
respectivement par les ensembles de valeurs A = {yo | o € A(j)} ={w9) | ¢ € @}
et N ={~, | o' € 4D} =Ly (¢)| € D}, avec d = CIJ(ul(i)l)

Soit ¢ appartenant & ®, alors il existe o/ dans A’9) tel que u'(¢) = ug,j) (¢), et il

existe k € I tel que p,; ') ¥

= ug, et nous avons forcément pr = pg’ pour un o dans
AU et B(p '(])) = d(u S,f)) Alors comme ¢ n’appartient pas & ®(u a,j)), nous avons
w(o) = ugj)(gb) = ugj)(qﬁ) = p(¢). Par conséquent pour tout ¢ dans ® nous avons
(@) = 1’ (¢), nous en déduisons A = A’ et les familles admissibles simples S) et
S'9) sont égales.

Nous remarquons que la famille A(u') est égale & S’ U---US'Y) si et seulement si
Pensemble ®(A’()) est vide, et dans ce cas nous avons aussi A(u) = SMU---USW et
w1’ = p. Nous pouvons alors supposer 5(14’ (1)) # & et les polynémes-clés limites ¢ et ¢’

associés respectivement aux valuations ,u(] D ot ,u/(J +) appartiennent & ®(A’V)). De
plus comme pour tout polynéme f de K [z] nous avons encore /iy (G+1 )(f) < ,u'l(]'H) (f) <
w(f) < u(f), nous en déduisons ,u(7+1 (¢) = 1 (¢) = p(¢). Comme précédemment

si 1 n’est pas le plus grand élément de LU+ nous avons p(¢') < () et nous en

déduisons que les valuations /1, 1D o u(J 1 sont égales. Nous pouvons alors continuer
la récurrence.

c) Les cas ,u/( 9 = u( 7 o 1 est le plus grand élément de L), ainsi que le cas des
valuations u( ) et ,u( ) g6tudient de fagon similaire. O
Corollaire. — Soit i un prolongement de v o K[x] et soz't A(p) la famille admise
associée a p, alors p est un élément mazimal de F(K|z],v) pour la relation d’ordre

< dans les cas suivants :

i) la famille A(p) est de degré infini,

ii) la famille A(p) est ouverte de degré fini,

iii) la famille A(p) est compléte et la derniére valeur y; de la famille (7;)ier associée
vérifie vz ¢ T\, @z Q, c’est en particulier le cas pour 4z = 400, c’est-a-dire pour p
pseudo-valuation.
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Démonstration

i) Si A(p) est une sous-famille stricte d’une famille admissible alors la famille A(u)
est forcément de degré fini.

ii) Si la famille admissible A(x) est de la forme SM U...S™) avec SWV) famille
simple non discrete, alors I’ensemble @(A(N )) est vide et il n’existe aucun polynome-
clé limite pour la sous-famille continue de SOV,

iii) Soit pr = [pz—1; pz(dz) = 7] la derniere valuation de la famille A(u), c’est-a-
dire p = pgz, alors pour qu'il existe un polynoéme-clé ¢ pour la valuation pz vérifiant
deg ¢ > deg ¢y et ¢ et ¢y non pr-équivalents, il faut que 7 appartienne a I',, | ®7 Q
(¢f. [McL1] Theorem 9.4, [Va] Théoréme 1.11). O

Remarque 2.16. — Nous pouvons nous demander si nous obtenons ainsi tous les élé-
ments maximaux de F(K[z],v) pour la relation d’ordre <. Plus généralement, nous
pouvons nous poser la question suivante :

soit u' = [u; ' (¢) = 7] une valuation augmentée, ou p’ = [(MQ)QEA; w(p) = 'y]
une valuation augmentée limite, appartenant a E(K[xz],v), alors existe-t-il toujours
un polynoéme-clé ¢’ pour la valuation u' vérifiant deg ¢’ > deg ¢ et ¢ et ¢’ ne sont pas
' -équivalents ?

Soit A une famille admissible non-admise, 4 = SM U --- U SW™) avec SO =
(ugN),...,MSL],VV) : (u,gN))aeA(N)) et ®(AM)) non vide, alors il existe toujours un
polynoéme-clé limite ¢ appartenant a @(A(N )) et une valeur v appartenant & T vérifiant
(N)
Y > Mo

tée limite, ou une pseudo-valuation pour v = 400, u%NH) = [(u&N)) ; H§N+1)(¢) =]

(¢) pour tout o dans AM)  Nous pouvons alors définir une valuation augmen-

La famille 4’ = AU {MENH)} est une famille admissible, c’est la famille admise asso-
ciée a la valuation ,ugNH). Par conséquent la famille admissible non-admise A n’est

pas un élément maximal de F(K[z],v) pour la relation d’ordre <.

Soit A = (u;)ier une famille admissible appartenant & F(K[z],v) et soit (¢;)icr la
famille de polynomes-clés associée, alors pour tout ¢ dans I nous appelons degré de la
valuation pu; le degré du polynéme ¢;, deg u; = deg ¢;. Pour tout entier d > 1, nous
pouvons définir la famille A¢q4 constituée des valuations p; de A de degré deg p; < d,
alors la famille A¢q est encore une famille admissible de F (K [z], v).

Si A est la réunion des familles simples SU), pour j € J, alors la famille A<y est
une famille de la forme A¢q = SO yU...USW UT ol T est soit une sous-famille de
la partie discrete de SUTD soit égale & SUTD en entier. En particulier pour tout j
appartenant a J*, si nous notons d(j) le degré de la derniére valuation de la partie
discrete de S, c’est aussi le degré des valuations de la partie continue de SU), la
famille admissible Agq(;) est non-admise. Toutes les autres familles admissibles de
la forme A¢g, c’est-a-dire pour d ¢ [d(j), deg ugjﬂ) — 1], sont des familles admises
associées completes, sauf éventuellement la famille A<y = A pour d > deg A.
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Nous remarquons que si p et ' sont deux valuations de £(K[z],v) vérifiant u(f) =
W' (f) pour tout polynome f de K[z] de degré deg f < d, alors les familles admissibles
A(p)<a et A(u')<a sont égales.

Corollaire. — Soit p une valuation appartenant a E(K|[x],v) mazimale pour la rela-
tion d’ordre < dont la famille admise associée A(p) est de degré fini deg A(n) = d
Alors si i’ est une valuation appartenent a E(K|z],v) vérifiant ,u(f) = u'(f) pour

tout polynome f de K[x] de degré deg f < d, les valuations p et p' sont égales.

Démonstration. — Comme nous avons A(u) = A(p)<q = A(n')<a € A1), nous en
déduisons p < p/, d’ott égalité = p'. O

Si A et A’ sont deux familles admissibles de F(K|z],v), et si nous choisissons des
représentants respectifs Ag et Aj des classes d’équivalence A et A’, la famille AN A
est encore une famille admissible de valuations de K[z] dont la classe d’équivalence ne
dépend pas des représentants choisis. Nous notons AN A’ la famille ainsi définie dans
F(K|[z],v), c’est alors le plus grand élément de F(K[z], ) pour la relation d’ordre <«
inférieur aux deux familles A et A’ nous pouvons poser AN A = AN A

Si p et 1’ sont deux valuations appartenant & £(K[z], v), nous voulons savoir dans
quel cas il est possible de définir de la méme maniére une valuation A = g A p’. Si la
valuation A existe, alors la famille admise associée A(\) est la famille A(u) N .A(u'),
et le probleme de I'existence de A = A p’ se ramene & savoir dans quel cas la famille
admissible A(p) N A(p') est admise.

Si nous écrivons comme précédemment A(u) et A(u') comme les réunions respec-
tivement des familles SU), j € J, et S0, j' € J', la famille A(u) N.A(z') est admise
s'il existe j € JNJ et 1 € LU N LU avec | qui n’est pas & la fois le plus grand élé-
ment de L) et de L'V, tels que les familles A(p) et A(u') coincident jusqu’a I'indice

= (4,1), c’est-a~dire que pour tout k < (j,1) dans I et dans I’ nous avons ’égalité
pk = pg, et tels que piqq et piy sont différentes. Alors la famille A(p) NA(p') est la
(4)

famille admise associée & la valuation u A p' = p;”’ = ,u;(j )1l y a trois possibilités :

D, (1 (])) # o, ( ) C’est en particulier le cas si 'une des deux valuations, par
exemple p, est égale a ul(j), alors nous avons pu < p' et p A p' = p. Cest aussi le
cas si [ est le plus grand élément d’un des ensembles, par exemple L), dans ce cas
cela suppose que nous avons choisi une famille admissible convenable dans la classe
d’équivalence de A(u) pour avoir I’égalité ,u(] ) = ,u;(j ) ;

- <I>H(,u§j)) =d,(p lm) et les polynémes-clés ¢§?1 et gb,(j) qui appartiennent tous
deux & cet ensemble sont différents, cela ne peut arriver que s'il existe ¢ dans ®,(u l(j )
avec j(¢) > 4(6) et ¢/ dans @y (1) avee (/) > ()

- @H(ul(])) =& /(//(])) = O, gzﬁl(i)l ¢’1+17 et les valeurs 'Yz(]) et 'Yz(]) qui sont

définies par 'yl(i)l =sup(u(¢),d € ) et %(j{ = sup(i/'(¢), ¢ € ®) sont différentes.
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La famille A(p) N A(p') est non-admise s'il existe j € J N J’ tel que les familles

SO U-..U8D et MU -.-USY sont équivalentes et telles que les valuations
augmentées limites ugj D ot ;/l(j 1) sont différentes. Dans ce cas nous avons toujours
P(AW)) = d(A'Y)) et il y a deux possibilités, suivant que les polynémes-clés limites
qﬁgjﬂ) et qﬁll(jﬂ) sont égaux ou non.
Définition. — Soient p et p/ deux valuations appartenant & (K [z],v) et soit A la
famille admissible de F(K[z],v) définie par A = A(u) N A(u). Si la famille A est la
famille admise associée & une valuation A = ul(j ) nous posons p A ' = )\, sinon nous
appelons C = (uﬁj))aem
et nous posons u A u' =C.

Nous disons que les deux valuations u et ' sont transverses si nous avons uAp’ = A
avec @M(Ml(j)) + @Hz(uz(j)), si nous avons u A p/ = X avec @,L(ul(j)) = @H/(u;(j)) ou si
nous avons u A g/ = C nous disons qu’elles sont tangentes.

Si les polynomes-clés ‘751(?1 et qbg(ﬁ, ou polyndmes-clés limites
différents nous disons que les valuations sont tangentes au premier ordre, si ils sont
égaux nous disons qu’elles sont tangentes au deuxiéme ordre.

la partie continue de la derniére famille simple S¢) de A

(;ngH) et qﬁlfj“) sont

Nous pouvons définir de fagcon naturelle une autre relation d’ordre partiel sur 1’en-
semble des valuations sur K [z].

Définition. — Soient p et p’ deux valuations appartenant & £(K|[z],v), nous disons
que p' est inférieure & p si pour tout polyndéme f appartenant & K[r] nous avons
I'inégalité 1/ (f) < u(f). Nous notons :

W< p

Nous voulons comparer les relations d’ordre < et < que nous avons définis sur
I'ensemble £(K|[z],v). Nous avons déja vu que si p et p' sont deux valuations de
E(K|[z],v) avec u' < p alors nous avons u' < p.

Nous avons besoin de la définition suivante.

Définition. — Soit I un ensemble totalement ordonné, alors nous posons I* = I si [
n’a pas de plus grand élément et I* = I \ {7} si [ a un plus grand élément 7.

Soit A = (;)ies une famille admissible appartenant & F(K|x], v), alors nous défi-
nissons la famille A* par A* = (p;)icr=-

Si la famille admissible A ne contient qu’une valuation, la famille A* est vide,
sinon la famille A* est encore une famille admissible de F(K[z], v). Parfois, il est plus
commode de considérer que nous avons rajouté la valuation pg = v a toute famille
admissible A, cela revient a rajouter 1’élément 0 a I’ensemble I, dans ce cas nous avons
toujours la valuation v qui appartient a A*, mais la famille (v) n’est pas une famille
admissible de F(K[z],v).
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Remarque 2.17. — Les familles A* et A sont égales si et seulement si la famille A
est ouverte. Sinon la famille A* est le prédécesseur de la famille A pour lordre <,
c’est-a-dire la plus grande famille admissible de F(K[z],v) strictement inférieure a .4
pour <.

La famille A* est non-admise si et seulement si la famille admissible A est de la
forme A =8 U---USW) avec la dernidre famille simple S®) ne contenant qu’une
seule valuation.

Proposition 2.18. — Soient p et ' deux valuations appartenant ¢ E(K|x],v), alors
sty est inférieure & p le prédécesseur de la famille admise A(p') associée a p' est
induite par la famille admise A(w) associée & p :

p< = A(')" < Ap).
De plus les valuations u et p' sont tangentes au deuzieme ordre.

Démonstration. — Nous écrivons les familles A(p) = (pi)ier et A(p') = (h)ver
comme réunions respectivement des familles simples S, j € J, et S'(j/)7 jelJ.
Nous supposons d’abord que les familles A(p) et A(u') coincident jusqu’a un indice
i € INT' dela forme i = (j,1), c’est-a-dire jusqu’a une valuation Ml(j> = ,ug(j)
jeJnJ etle LU NLU et nous considérons les ensembles &m(,ul(j)) et &),, (,uz(j)).

Nous avons toujours &)#/(u;(j)) C &)#(ul(j)), et nous supposons 5H/(u;(j)) # &, c'est-

, avec

a-dire que la valuation uz(j) n’est pas égale a . O

Lemme 2.19. — Les sous-ensembles <I>#(,ul(j)) et @u/(u;(j)) constitués des polynomes
de degré minimaux respectivement dans <I>u(ul(])) et ‘I)w(u;(j)) sont égauz.

Démonstration du lemme. — Montrons d’abord que le degré minimal des polynomes

de Em(,ul(j )) est égal au degré minimal des polynémes de (T)u’ (u;(j )). En effet supposons

qu’il existe des polynémes ¢ € <I>M(pl(j)) et ¢’ € Oy (,ug(j)) avec deg ¢ < deg ¢', et soit
¢’ = q¢+r la division euclidienne de ¢’ par ¢. Comme ¢ est un polynéme-clé pour ,ugj )7
nous déduisons du lemme 2.3 que les polynomes ¢’ et g¢ sont ul(j >-équiva1ents, ce qui
est impossible car deg g < deg ¢’ et deg ¢ < deg ¢’ ¢’ est un polynoéme-clé pour ul(j ),
Par conséquent nous avons @,/ (,uz(j)) = ‘5;# (u;(j)) N @H(ul(j)).

Soient ¢ € @u(ul(j)) et ¢ € Oy (ug(j)) C @u(ul(j)), alors ¢’ est ,ul(j)—divisible par ¢
et comme ¢ et ¢’ sont des polynémes-clés de méme degré nous en déduisons que ¢ et

¢ sont ul(j )—équivalents, par conséquent que ¢ appartient a @ ,u(,u;(j >). O

Nous notons & = @H(ul(j)) = o, (,u;(j)), et nous définissons les sous-ensembles

A={u@) | ¢ €d}et N={u'(¢)|d€®}deT.
Lemme 2.20. — Soient ¢ et ¢' deuz polyndmes appartenant ¢ ®, alors nous avons :

(@) = (') = w'(¢) = 1 (¢").
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Démonstration du lemme. — En effet, nous aurions sinon
(@) = u(¢) = 1 (@) > W (@) =i —¢) = o — ¢') = u” (6 — &),
ce qui est impossible. O

Nous déduisons du lemme que si A a un plus grand élément v = 71(1)1 et sip= ¢l(i-)1

est un polyndme de ® vérifiant u(¢) =+, alors A’ a aussi un plus grand élément v =

fylfﬂ avec 1/ (¢) = +'. Nous pouvons alors considérer les deux valuations augmentées

ugi)l = [/L(j) ; ul(i)l(qﬁ) ~] et ul(j) [/Ll(j) ; /L;Sfi(qﬁ) = ~/'] appartenant respectivement

aux familles A(u) et A(p).

Siy =+, alors ,ul(i_)l = ,ul(ﬁ et les familles coincident jusqu’a I'indice ¢ 4 1.

1(4)

Siy > 4/, alors ) est égale a la valuation p'. En effet sinon il existerait un

polynéme-clé 1’ pour la valuation ,ul(]) de la forme ¢/ = ¢™ + --- + g1 + go avec
uﬁﬁ(w ) =my =p, " )( o). Le polynome v’ serait alors “1(?1 équivalent & gg, et nous
aurions u(¢') = ,LLl(i)l (W) = ul(j) (go) < p/'(¥'), ce qui est impossible.

Si A n’a pas de plus grand élément et si A’ a un plus grand élément 'y = 'Yl/(+]1)»
alors nous choisissons ¢ et ¢’ dans ® avec v = pu(¢) > u(¢’) = p'(¢') = 7/, et nous
avons forcément p'(¢) = p'(¢'). Alors nous considérons comme précédemment les
deux valuations ul(i)l [ulm ; ul(j_)l(d)) =] et MI(J) = [, 19 ,u;ﬂ(qb) ~'] et nous en
déduisons encore que la valuation ul(J ) est égale & la valuation p'.

Si les ensembles A et A’ n’ont pas de plus grand élément, alors pour tout poly-
noéme ¢ appartenant & ® il existe un polynéme ¢’ de ® vérifiant p'(¢') > u/(9).
D’apres le lemme nous avons aussi p(¢') > p(¢), d’ou Pégalité u(¢) = u(p — ¢') =
W (o —¢') = 1/ (¢). Nous en déduisons que les familles admissibles continues définies
par les ensembles A et A’ sont équivalentes, c’est-a-dire que les familles A(u) et A(p')
coincident jusqu’aux familles admissibles S et §'(4).

Supposons maintenant que les familles A(u) et A(p') coincident jusqu’aux familles
S = (,ugj), . ,,u,(f]), (ug))Am) et S'U) = (,u/l(j), e ,,u;ff), (,ugj))A,(j)). Alors nous
avons le résultat similaire & celui du lemme 2.19, c’est-a-dire I'égalité ®(AW)) =
®(A'9)) = @, et le résultat du lemme 2.20 est encore vrai pour cet ensemble ®. Nous
pouvons alors faire le méme raisonnement que dans le cas précédent en considérant
encore les ensembles A et A’.

Pour commencer la récurrence nous faisons encore de la méme maniére en consi-
dérant I’ensemble ® des polynomes unitaires ¢ de K[z] de degré 1.

Corollaire. — Soit i une valuation de E(K|[z],v) de degré d et soit ¢ un polynéme uni-
taire de K|z|, alors si ¢ est un polyndme-clé pour la valuation p nous avons deg ¢ > d

Remarque 2.21. — Soit p une valuation de £(K|[z],v) dont la famille admise asso-
cié A(u) est complete, alors il existe une unique pseudo-valuation @ appartenant a
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E(K|x],v) de méme degré que p vérifiant p < @. En effet si nous notons respec-
tivement (¢Z)z cr €t (%)Z el les familles de polynomes-clés et de valeurs associées a
A(p) = (i)ier, la famille admise A(f) associée & la pseudo-valuation & est définie

par les familles (¢i)iel et (%)iel avec ¢; = ¢; pour tout i dans I, 7, = ~; pour tout i
dans I avec i < 7 et 7; = 400, ou ¢ est le plus grand élément de I.

3. Polynome-clé limite

Dans cette partie nous voulons étudier certaines propriétés des polynémes-clés li-
mites associés a une famille admissible continue C = (,ua)a ca Plus précisément,
nous savons que dans une famille admissible discréete D = (p1;)icr, pour tout i > 2
le développement du polynome-clé ¢; selon les puissances de ¢;_1 est de la forme
bi = bi—1" + gm-10i—1™ " 4+ -+ go, et vérifie I'égalité 11;_1(¢;) = myi—1 = pri—2(go)
(¢f. [McL1], Theorem 9.4, [Va], Théoréme 1.11), et nous voulons trouver un résultat
analogue pour le développement d’un polynéme-clé limite ¢ selon les puissances des
polynomes-clés ¢, de la famille associée a C.

Dans la suite nous nous intéressons au cas d'une famille admissible simple continue
S = (p) UC, ol i est une valuation de K[z] et ot C = (/La)aeA est la partie continue
de S associée a la famille de polynémes-clés (qba)a cA de méme degré d et a la famille
de valeurs (’Ya)a cA dans T'. Nous pouvons écrire S = (,ua)
ta = [1; pa(Pa) = Yal, pour a € A.

Nous appelons I' le groupe des ordres des valuations p,, et nous supposons que la
famille C est exhaustive, c’est-a-dire que le sous-ensemble A = A(A) = {7, | @ € A}
est un intervalle de T'. Nous supposons de plus que A est majoré et n’a pas de plus
grand élément dans I'. Comme nous nous intéressons a ce qui se passe quand nous
considérons des valuations p, pour « de plus en plus grand, nous pouvons, quitte a
restreindre I’ensemble A, supposer qu’il a un élément minimal, w, par conséquent nous
pouvons supposer que I'ensemble A a aussi un élément minimal 7,. Nous pourrions
aussi poser p,, = p et choisir une valeur 7, dans I' avec 7, < 7, pour tout a dans A.

Nous supposons que le groupe des ordres I" est de rang fini r, et nous notons (0) =
Ly CTg C - C T,y =T lasuite de ses sous-groupes isolés. Nous supposerons
dans la suite que le sous-groupe isolé I'(yy, qui est un sous-groupe de rang un, donc
isomorphe & un sous-groupe de R, est non discret. Ainsi si nous avons deux éléments
et 7/ de I" avec v < 7/, il existe une infinité d’éléments v de ' vérifiant v < v < +'.
En particulier, nous utiliserons cette propriété pour nous assurer de l'existence d’une

ac{e}uA’ avec [l = [ €t

infinité d’éléments o’ de A compris entre deux éléments distincts « et o’. Nous notons
comme précédemment I'g le groupe ordonné isomorphe a (R”)lex contenant I', et pour
tout j nous notons I'(;) g le sous-groupe isolé de I'r isomorphe & (Rj)lcx, en particulier
nous avons 'y = T'N T .
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Pour tout  dans A, la valuation ug de la famille C est la valuation augmentée
pg = [ ne(es) = vg), et si nous notons

[ =9mpdg +-- + 91805+ 90,5,

le développement d’un polynéme f de K[z] selon les puissances du polynéme-clé ¢ g,
nous avons :
ps(f) = inf (1(g;,6) + Jvs, 0<j <m).

Remarquons que pour tout polynéme g de degré strictement inférieur & d, et pour
tout § dans A nous avons pg(g) = p(g).

En fait le développement de f selon les puissances du polynome-clé ¢z permet
de définir la valeur pq(f) pour tout @ < § dans A. Plus précisément nous avons le
résultat suivant.

Lemme 3.1 (cf. [McL2], lemma 3.4). Soit f = gmpdg + -+ 91,808 + go,5 le dé-
veloppement de [ selon les puissances de ¢g, alors pour tout o dans A avec o < f3,
nous avons l’égalité :

.uoz(f) = inf(;u(gjﬁ) +j7a7 0< .] < m)

Démonstration. — Nous allons montrer le résultat plus général suivant. Soit p’ une
valuation augmentée définie a partir d’'une valuation p et d’un polynome-clé ¢ pour p,
= [p; 1 (p) =], et soit ¢ un polyndéme-clé pour la valuation p’ vérifiant deg ¢’ >
deg¢ avec ¢ et ¢ non p'-équivalents. Alors pour tout f dans K[x], la valuation
' (f) peut étre calculée & partir du développement de f selon les puissances de ¢/,
cest-a-dire si f = fn,¢/™ + -+ fo, avec deg f; < deg ¢, nous avons
' (f) = inf (' (f;07),0 <j <m).

Dans le cas ou deg ¢’ = deg ¢, nous avons de plus ¢’ = ¢ + h avec u(h) = v = p/(¢'),
deg f; < deg ¢ pour tout j, et nous trouvons '(f) = inf (u(f;) + jv,0 < j < m).

Soit f = fmd'™ + -+ + fo le développement de f, nous avons toujours u'(f) >
inf (1 (f;¢' J ), et si nous avons une inégalité stricte il doit exister deux indices s # t
tels que le minimum est atteint pour les deux termes fy¢'° et fi¢' ¥, Nous choisissons

I'indice ¢t maximal parmi ceux pour les quels le minimum est atteint, nous avons alors
I'inégalité

Wi+ 4 fo) =it (1 () (frnd™ + -+ frradT) > i/ (frd").

Les polynomes —fi¢/" et fi_1¢/" " 4+ -+~ + fo sont alors p'-équivalents, et
(i1 @'+ 4 fo) est p/-divisible par ¢'* avec deg(fi_1¢/" " 4+ + fo) < deg @'’
ce qui est impossible car ¢’* est y/-minimal. O

Nous voulons comparer les coefficients g; g quand 3 varie. Soient 3 > (§ dans A,
alors nous avons l'égalité ¢g = ¢g + &, oll £ est un polynome de degré strictement
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inférieur & d vérifiant p(€) = v3. Nous avons les égalités :

S S M (A e
=0 7=0 r=0
'rn t .

=2 (3 (mae)en

d’ou la relation :
m

grp = Z (i) 958"
j=r
En particulier nous remarquons que le coeflicient g,, g de la puissance maximale est
indépendant de f.

Rappelons que d’apres le théoréme de factorisation, pour tout polynéme f de K|x]
de degré n, il ap dans A, un élément ¢ dans I et un entier ¢, 0 < t < m avecm = [n/d],
tel que pour tout a > ap nous ayons I'égalité p(f) = § + ty,. Nous pouvons alors
énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.2. Soit un polynéome f de K[x], soient ag € A, § € T et t € N tels
que pour tout o = ag Nous ayons ua(f) =0 + tYa, et soit B € A avec 8 > «g. Alors
Vae A, ap < a < 3, nous avons :

t+1
et ¢z [
Mo Mo
Démonstration. — Nous choisissons 8 et nous considérons les « dans A avec ap <

a < 3, alors ¢g est un polynéme-clé pour la valuation p.

Soit f = gm,pdF + -+ 91,808 + 9o, le développement de f selon les puissances
de ¢3, ol les polynémes g; 3 sont de degré strictement inférieur a d et nous notons
0.3 = u(gj,p). D’apres le lemme 3.1, pour tout @ < 3, nous avons 1'égalité p(f) =
inf(d;, 8 + jva), et le plus grand entier n = n, tel que f soit po-divisible par qﬁg est
le plus petit entier j, 0 < 7 < m, tel que pa(f) = dj,8 + jVo. En effet comme ¢g
est un polyndme-clé pour la valuation pu,, toute puissance ¢]f3 de ¢g est po-minimale,
c’est-a-dire que tout polynome p,-divisible par qﬁg est de degré supérieur ou égal
au degré de (;Sg. Nous en déduisons que pour tout g dans K|[z], si g = qqﬁ’é + 7 est la
division euclidienne de g par cf)g, g est pq-divisible par qﬁg si et seulement si nous avons
ta(r) > 1a(g). Nous appliquons ceci au développement de f selon les puissances de
b, et nous déduisons de ¢ | f et de gbgH [ f, les relations :

Mo Mo

po(gn-1,805 "+ +90,8) > talf) et pa(gnsdh+ -+ 908) = palf),
et entier n = ny vérifie pa(f) = dn, 3 + naYa. Par conséquent pour tout a avec
ap < a < [, nous avons l'égalité pa(f) = On,,8 + NaYa = 0 + t7a, C'est-a-dire
(t = na)¥a = (On,.p —9). Comme n, ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs,
0 < noy < m, et comme {y,]ap < @ < B} est un ensemble infini, nous avons forcément
t = n, pour tout o et § = d 3. O
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En fait nous déduisons des relations p (gn_Lgd)Z_l + 4 go,g) > ua(f) et
Ha (gn,,gqﬁg 4+ +90,3) = a(f) que l'entier n =t vérifie :

Vizt dig+iva=20+tya et Vi<t 63+ jYa >0+ t7a.
Supposons qu’il existe «, avec ag < a < [, et j > t tels que nous ayons 1'égalité
0j.38 + JYa = 0 + ty,, alors pour o avec oy < & < @, nous trouvons l'inégalité
0;.8 + jYa < 0 + t7yq, ce qui est impossible. Par conséquent nous avons montré que
pour tout o, ap < a < (3, le polynéme f est pq-équivalent a gt,ggbtﬁ.

De plus en passant a la limite, nous trouvons que nous avons encore les inégalités :

Vi>t, djp+ivs >0+t et Vi<t djp+jys =0+ tys.

Proposition 3.3. — Soit f dans K|[z], soient ag € A, 6 € T et t € N définis comme
précédemment, et nous supposons que l’ensemble A a une borne supérieure ¥y dans I'g.
Alors il existe By, Bo > g, tel que pour tout B = By, nous ayons :

f > 91,805 + -+ go.p, Ya > ap.

Remarque 3.4. — Nous rappelons que le sous-ensemble A de T" permet de définir une
coupure I' = A_ LI A4, avec

A ={yeTl |Tyae€ANavecy, =27} et Ar={yeT|Vy, €A <7},

et cette coupure est non triviale car nous avons supposé que A est majoré. Si nous
notons \;: ' — f(i) I’application du groupe I' dans le groupe quotient f(i) =
/T, pour ¢ = 0,1,...,r, alors il existe un entier o, 0 < o < r — 1, tel que
Ao(AZ) N A(A4) =@ et \i(A-) N A(A4) # @ pour ¢ > o. L’ensemble admet une
borne supérieure 7 dans I'r si et seulement si 'entier o est égal a 0. De plus, comme
nous supposons que cet ensemble A n’a pas d’élément maximal, nous trouvons que le
sous-groupe isolé I'(1) est forcément non discret.

Démonstration. — Soit f = gm g¢g + -+ + gos le développement de f selon les
puissances de ¢g, et il suffit de montrer que pour tout j, t+1 < j < m et pour tout o
dans A, a > «p, nous avons l'inégalité i, (gj,gqb,]@,) > pe(f) pour (3 assez grand.

Nous fixons j, t + 1 < j < m, d’apres la proposition précédente, pour tout o < 3,
nous avons l'inégalité cherchée Lo (gjﬁgbjﬁ) = 9,8+ JY¥a > pal(f) = d + tya. Pour
a > (3, nous avons fi (gj,gq%) = 9,8+ jvs et pa(f) = § + tya. Soit 7 la borne
supérieure de A, alors nous avons :

0+ 170 <8+ 17 =10+ tae + (T = Yao) <855+ JVay + 1T = Yao)-

11 suffit par conséquent d’avoir 'inégalité :

85,8+ JYao + (T — Yao) < 05,5 + Jps
c’est-a-dire

. t_
75 = 7(j) :vao+3(v—va0).
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Comme nous avons choisi j > ¢, nous avons 5 > ¥(j), par conséquent, pour [ suf-
fisamment grand, c’est-a-dire vérifiant 5 > ((j) pour un certain 3(j), nous avons
encore 'inégalité yg > (7). Il suffit alors de choisir By = sup (6(j),t+1<j < m), et
pour 3 > By, nous avons Ma(gm,ﬁq%” 4t 9t+1,,3¢tﬁ+1) > ta(f) pour tout a > aq,
d'ol f ~ gupdf + -+ go- O

Si nous ne faisons plus I’hypothese que I’ensemble A a une borne supérieure dans I'y,
nous pouvons encore conclure dans certains cas. Plus précisément, nous considérons
Pentier o défini précédemment par la coupure non triviale I' = A_ LI A4 associée a A.

(o)

Alors le sous-ensemble K(f) = Ao(A_) du groupe T " a une borne supérieure 7(0) dans

f]éf) =Tr/T (o), = R"7°, et nous choisissons 7 dans I'g tel que A\,(¥) = 5,

Proposition 3.5. — Soit f dans K|z], soient ag € A, § € T et t € N définis comme
précédemment; si le sous-ensemble K(f) n’a pas de plus grand élément, c’est-a-dire
81 7(0) n’appartient pas a K(:)), alors il existe By, Bo > «u, tel que pour tout B = (o,
nous ayons :

f ’;\; gt,gqﬁ% +- 4903, Va> ap.

Démonstration. — La démonstration est semblable & celle de la proposition précé-
dente. Comme 5(°) n’appartient pas & K(f), quelque soit I'élément 7 de I'r choisi,
nous avons y ¢ A et Va, 7, < 7. Comme précédemment, il suffit de montrer que pour
tout j, t+1 < j < m, il existe un élément ((j) de A suffisamment grand tel que nous
ayons l'inégalité

— . t _
Y865) > 7)) = o + 57 = Yo )
Comme Ay (Ya,) < 7 et comme t < 5, nous avons \,(7(j)) < 7%, et il existe § dans

K(_O) tel que A,(F(4)) < d. Si nous choisissons 3(j) tel que Ay(vs(;)) = 4, alors vz
vérifie aussi yg(;) > 7(4). =

Remarque 3.6. — Dans le cas ou 'entier o est égal a 0, c’est-a-dire ou I’ensemble A
a une borne supérieure, par hypothése cette borne n’appartient pas & A. Dans le cas
ou l'entier o est strictement positif, il se peut trés bien que l’ensemble K(f) ait un
élément maximal, alors que A n’en a pas. Pour étudier le comportement de la famille

de valuations (,ua) il semble alors nécessaire d’étudier la famille de valuations

acA’
composées obtenue aepartir de la famille (“f")aeA par I'application Ap: I' — f(o).
Nous considérons encore la famille admissible simple continue & = (u) U C, avec
C= (“O‘)aeA’ nous supposons que le groupe des ordres I' est de rang fini r et que le
sous-ensemble A n’a pas de plus grand élément, mais possede une borne supérieure ¥
dans I'g ~ R".
Pour tout entier ¢, ¢ € N, nous définissons le sous-ensemble ®(A); de K|[z] par :

B(A), = {feKlz]|Tage A, ST tels que Va2 ag pa(f) =+ tva }-
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Alors les sous-ensembles 5(14),5, pour t € N, forment une partition de K [z], 'ensemble
‘5(14) des polynomes f de K [z] pour lesquels la famille (11q(f)) n’est pas stationnaire
a partir d’'un certain rang, est égal a la réunion des '5(A)t pour t > 1. De plus nous
avons vu que si f est un polynéme de degré strictement inférieur a (m + 1)d, alors
f appartient & U:;O &)(A)t. Nous déduisons de la proposition 3.3 que si le polynéme
f appartient au sous-ensemble &)(A)t, alors il existe By dans A tel que pour tout
B = Po, f est pa-€équivalent, pour tout a suffisamment grand, aux ¢ premiers termes
de son développement en les puissances de ¢, en particulier f est pq-équivalent & un
polynéme de degré strictement inférieur & (¢ 4 1)d.

Nous supposons que I’ensemble EIVD(A) est non vide, et soit f un polynéme apparte-
nant & ®(A) de degré minimal, et quitte & multiplier f par une constante non nulle,
nous pouvons toujours supposer que f est unitaire, alors f est un polynéme-clé limite
pour la famille C. Soit ¢ > 0 Ientier tel que f € ®(A),, alors nous avons ®(A4), = @
pour tout s avec 0 < s < t, et le degré de f vérifie td < deg f < (t+1)d. Nous voulons
montrer que nous avons 1’égalité deg f = td, c’est-a-dire que le développement de f se-
lon les puissances d’un polynéme-clé ¢z est de la forme f = ¢g+gt_1,g¢tﬁ*1 44905,
ce qui généralise le résultat pour les polynomes-clés dans une famille discrete de va-
luations augmentées (c¢f. [McL1], Theorem 9.4, [Va], Théoréme 1.11).

Théoréme 3.7. — Awvec les hypothéses précédentes, tout polynome-clé limite f pour la
famille admissible simple continue C = (,ua)aeA,
du degré d des polynéomes-clés associés (o). De plus si nous écrivons le développement

est de degré égal a un multiple entier

de [ selon les puissances du polynome-clé ¢g,
f=05+g-1p05 "+ + 908
alors pg(f) = tyg = p(go,g) pour B suffisamment grand.

Démonstration. — Soit f un polynéme unitaire, élément de degré minimal de EI;(A),
et soient oy dans A, § dans I' et l'entier ¢ > 0 tels que pour tout o > «g nous ayons
ta(f) = d+1t7q. Alors, comme f est de degré minimal dans 'i;(A)7 nous déduisons de la
proposition 3.3 que f est uq-équivalent, pour tout o > «v, a la somme des ¢ premiers
termes de son développement selon les puissances de ¢g, pour tout [ suffisamment
grand, par conséquent, pour tout 3 dans A nous avons 1’égalité :

f=091805+ 91505 "+ + 91,805 + 90,5,

et de plus nous avons vu que le coefficient g; g3 de la plus grande puissance est indé-
pendant de 3, nous le notons g; et nous avons p(g:) = 9.

Supposons que le polynéme g; est de degré n > 0, c’est-a-dire n’est pas égal & 1 car
nous avons supposé f unitaire. Alors, comme n < d, il existe un polynéme h de K|[z],
avec degré de h strictement plus petit que d, tel que pour tout o dans A le polynéme
hgs soit pe-équivalent & 1. Nous avons u(h) = —pu(g:) = =9, et po(hge — 1) = €4
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vérifie €4 = €0 = oy (hgt — 1) > 0 pour tout « dans A. Remarquons que la famille
(ea)aeA ne dépend pas de 3.
Si nous choisissons 3 > «y, nous pouvons définir le polynéme f’ par :

f'=nhf+ (1~ hg)dp,
c’est-a-dire
f'=¢p+ (hgir8)05 '+ + (hgo,p),
avec pour tout j, 0 < j < t—1, deg(hg;3) < 2d—2 et u(hgjp) = —0+9;8 = (t—Jj)vs-
Pour tout «, ag < a < 3, nous avons

Ha ((1 - hgt)¢tﬁ) =Ea +tVa > tya = ,uoz(hf)»

par conséquent pq(f’) = ty.. Nous allons montrer que pour 3 suffisamment grand,
cette égalité est vérifiée pour tout a > «yp.

Soit 7 la borne supérieure de A dans I'g, il existe $; > ap tel que pour tout 3
dans A avec # > (31, nous ayons l'inégalité (7 — vg) < €9. Alors pour tout a dans A,
« > 3, nous avons encore

ta((1 = hg)dp) = €a +tys > 7 > tya = pa(hf),
d’ou I'égalité pa(f') = tya.

Si le polynéome f’ est de degré strictement inférieur au degré de f, ce qui est
équivalent & demander l'inégalité deghg;—1,3 < degg: + d, alors nous trouvons une
contradiction car f est un polynéme de degré minimal dans ®(A). Nous allons voir
comment dans le cas général, nous pouvons remplacer le polynéme f’ par un poly-
néme f”, de degré strictement inférieur au degré de f, et qui lui est « équivalent ».

Comme le polynéme 3 = hgi—1 g vérifie uo(¥3) = n(yg) pour tout a dans A,
il existe un polynome h,/@ de degré strictement inférieur a d tel que 3 et h,’(j sont
la-équivalents pour tout «, c’est-a-dire vérifient pq (wﬁ — h’ﬂ) — U (1,[)5) =e/ >0

Pour controler la valeur de ¢/,, rappelons que nous trouvons ce polynéme hfg comme
le reste de la division euclidienne de g par le polynéme-clé ¢,,, olt w est le plus petit
élément de A. Nous avons alors ’égalité :

Y = qdu + hig,

et comme ¢, est un polynome-clé pour la valuation p, il est g-minimal et nous avons
linégalité u(qcﬁw) > u(¢g). Alors pour tout o dans A, nous avons :

fo (400) = 1(q) + 70 > 1(q) + (¢w) = u(ths) = pa(¥p),

dont nous déduisons :

e = 1(a0a) — ta(1hg) 2 Y0 — i(bw) = €4 > 0.

Nous pouvons alors définir le polynéme f” par :

=1+ (hy—hgi18)85 " = o+ hioh ' + (hgi-2.8)05 >+ + (hgos),
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le polynéme f” est de degré strictement inférieur au degré de f, par conséquent
f" wappartient pas & ensemble ®(A) et il existe oy > ag et ¢ dans T tels que
Lo (f") = 8" pour tout a > 1. Pour tout a > 3, nous avons :

palf" = 1) = pa (R — hgi-1,6)05 ')
= ey, + p(hgi-1,8) + (t = )yp = ), + typ > typ.

Par conséquent, il existe ay > 3 tel que pour tout a avec 8 < a < a9, nous avons
Lo (f" = 1) > pa(f') = tya, doU po(f”) = pa(f’). Nous déduisons du théoreme de
factorisation et de deg f” = td, que nous avons en fait 1’égalité uq(f”) = ty, pour
tout o < a2, par conséquent nous avons ay = ag > 3 et 6" = tvy,, > tys.

1l existe By > ag tel que pour tout 8 dans A avec B > (2 nous ayons l'inégalité
t(¥ — v8) < €, ou ¥ est la borne supérieure de A dans I'r et ou ¢ a été défini
précédemment par ef =y, — u(Ps) > 0.

Supposons que nous avons choisi  vérifiant 3 > sup (1, 52), alors pour tout
« > 1 nous avons les inégalités :

pa(f" = f) = ep+tvs > > pa(f') = tha > pa(f”) = tyas,

ce qui est impossible.

Par conséquent, nous avons montré que si f est un polynéme-clé limite pour la
famille C = (‘u"")aeA’
de ¢ est de la forme : f = ¢ +gt71,ﬁ¢,§j—1 +-tgos-

Nous savons que pour 8 = ag, les coefficients g; 3, 0 < j < t — 1, de ce déve-

pour tout 3 dans A le développement de f selon les puissances

loppement vérifient les inégalités p(g;,3) = 0,3 = (t — j)vs, et nous voulons montrer
que pour le dernier coefficient go 3 nous avons égalité. Supposons que nous ayons
do,3 > tyg, alors il existe ay > [ avec g, > 1ya,. Si nous écrivons f = qdg + go,3,
pour tout @, S < a < ai, nous avons fa(f) = t7e < t7a, < 00,3, par conséquent
nous trouvons :

ta(q9s) =75 + 1a(q) = tYas

ce qui est impossible d’apres le théoreme de factorisation car deg q < td. O

Nous pouvons aussi préciser ce qui se passe pour le deuxieme coefficient g;—1 g,
plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.8. — Si t, le degré en ¢g du polynome-clé f, est divisible par la ca-
ractéristique du corps K, alors le coefficient g1 g du développement de f selon les
puissances de ¢g est indépendant de B dans A.

Si le degré t n’est pas divisible par la caractéristique de K, alors pour tout 8 dans A
nous avons 1’égalité 6,18 = p(gi—1,8) = V8-
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Démonstration. — Nous rappelons que pour tout 8 < (3’ dans A, si nous écrivons
¢p = ¢ + &, nous avons la relation

t .
grp = (i) 95,6087,
j=r

en particulier pour r =t — 1, nous trouvons g,_1,8 = gr—1,3 — t&.

Supposons d’abord que ¢ est divisible par la caractéristique de K, alors nous avons
I’égalité :

gt—1,8" = gt—1,6-

Si t n’est pas divisible par la caractéristique de K, supposons qu’il existe 5 dans A
avec 0;—1,8 = p(ge—1,8) > vg. Alors pour 3 > 3, nous avons p(t§) = u(§) = v <
w(gi—1,8), d’ott 61,80 = p(gi—1,8/) = ¥g, ce qui est impossible car v < y5'. |

Références

[AD] S.S. ABHYANKAR — Ramification theoric methods in algebraic geometry, Princeton
University Press, Princeton, NJ, 1959.

[McL1] S. MACLANE — « A construction for absolute values in polynomial rings », Trans.
Amer. Math. Soc. 40 (1936), p. 363-395.

, « A construction for prime ideals as absolute values of an algebraic field »,
Duke Math. J. 2 (1936), p. 492-510.

[Va] M. VAQUIE - « Extension d’une valuation », www.math.jussieu.fr/"vaquie/
prepubli/extension.ps.

M. VaQuIE, Laboratoire Emile Picard, UMR CNRS 5580, Université Paul Sabatier, UFR MIG,
118 route de Narbonne, 31062 Toulouse Cedex 4, France e FE-mail : vaquie@picard.ups-
tlse.fr

SEMINAIRES & CONGRES?7?7?



